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حقوق ال لیف کا لطیع وا لن شحف وه لامک ة 


F> 


ال تس 
دمسئ 





القدهّة 


لقد تم تاليف هذا الكتاب وفق مفسردات المنماج المعتمد ۱ 
لمقرر الرياضيات ( > ) الذى يدرس في الفصل الثاني مسن 
السئة الثائية في كلية الهندسة الميكانيكية والکهربائيسة 
بجامعة دمشق ,2 وقد اتبع فيه اسلوب الشرح المقتفب و المبسط 
للنظری والشرم التفعيلسي لطرق الحل » کما بتضمن تطبیقات 
هندسية عدیدة ۰ ۱ 

یتالف الکتاب من باب التحلیسل الشعاعي وباب التحلیسل 
العقدی , ویتفمن ۷۹ مثالا محلولا و +ه مسالسة غیر محلولة 
مع اجوبتها ٠‏ 

هذا وقد اوردت في هذ) الكتاب قائمة بالمراجع والمصطلحسات 


العلمية لكتابي الرياضيات ( * ) و الرياضيات ( > ) ٠‏ 


الملف 


مص وات الماع ال 
7 - ااتحلیل الشعاعي 
و دوزان تابع لوضع - قواعد الاشتقاق - الشتقات الشماهة من الرتسة 
الثانمة وخواصبا . ۵ 


؟ ‏ التكاملات الشماعمة : نظريات غوص وسو كس وغرين - علاقة غربن ۵ 


وتكامل غوص والزاوية المجسمة . 
۳ -تطبقات : امجاد معادلات تحريك مائع مثالي ومعادلةالايصالالحراري 
ومعادلات لابلای ودواسوث في الكبر طمسية الما كنآ ومعادلات مككسويل 
ونتائحبا ف الا لکترودینامك ۰ 

فسا اسه التحليل العقدي : 
۱ - الهدد العقد ي والمتحول العقد ي ٠‏ الاشكال الختافة لاد د العقدي 
وقتمله وخواصه - الحموعات النقطبة و التحول اامقدي . 

لت وابم التحلبلبة وخواصبا ۷ دراسة التوابع الاساست1 ۹ الشکامل 
المقدي - نظرية وصبغ كوشي التتكاملية . 


9 


م - السلاسل العقدية : السلاسل غبر النتپية وتقاربها - نشمر تایلور - 
نشر لورنت - نصنمف اانقاط الادة . 

5 حساب تیا ملات حا مه باستخدام النظردة ۰ 

© تت الط قات و اما ی التایع المقدي. والقطبيى التابع التحلیی 
والتقابل - تشلمما - التطستی الطابق وخواصه - بعض التطبیقات 
العامة . 


١-المشتقات‏ الشعاعية 


اس ۱ التابسع العددي و التایسع الشعاعي لمو ضح 


اذا قابل کل نقطة ۲ من نطاق فر اغي ( العدد ( ۲ ) ۲7 فنقول ان (ظ ) ۲ هو 
تابع عددي لاوضع فی 2 ر أو تاع نقطي عددي آو حقل عددي ) > آما اذا قابلا 
الشعساع (<)ع فنقول إن (2)# هو تابع شء_اعي لموضع ( أو ابم نقطي 
شعاعي أو حقل شماعي ) . ان كثافة جسم غير متجانس أو درجة حرارته في لحظة 
ها هي أمثاة على التوابع العددية للموضع » أما الحقل الكمربائي السا كن أو سرءة 
مائع متحرك في لحظة ما فهي أمثلة على التوابع الشعاعية للاوضع . 


ان هذين التعريفين مستقلان عن النظام الاحداثي الذي تستخدمه “وما أن 
متحولات هستقاة وفى النظام الديكارتى لدينا : 
Ya UCR, Fa)‏ 


A 
© نك 1غ 8 تادايقلا ع (3ى 9 30 © كه‎ 


۸ ۸ 
بط‎ ) ۷۲,2 (  ۲( ) ۷ , 2 ( [۶ 


فمثلا الاحداثي الكروي ۲ هو التابسع العددي الهو ضع : 
-: 


۳ 


م ۸ ۸ 
1 2 + [ ۷ + 1 ۲ س ۲ 
مادحظات : 


أولا ) تنطتى التعاريف نفسها علی الحالة الخاصة التي یکون فمها النطاق مستویا 


رف النظام الديكار تي بکون عمدند : 


(:9, *) لا- نا 
^ ^ 
9ع )17+ ¥ FF (x,‏ 


ثانماً ) لقد درسنا روط وحود مشتةات توابع الوضع 17 , ۴ بالاستة حول 
عددي » کنا درسنا قواعد اختفاقبا ومفا ضلنها . آما في دراستنا لمشتقات الشعاعية 
من المرتمة الارلى ( التدرج والتفرى والدوران ) فاننا سنقتصر عی توابع الوضع دات 
المشتقات الاولى المستمرة في 7 رف المشتقات الشماعمة من الارتمة الثانية سنةةصر على 
توادم ااوضم ذات الاشتقات المانمة الستمرة ق 7) مث تکون الشتقات الشعاعية 


الجدددة الي ندر سها هذا موحوده و مستمره ى Pp‏ ۲ 
١‏ - ۳ المشتقات الموجهة لتابسع عددي للمو ضم وندرج التابع 


٩‏ - ۴ طوح المهو دة 


سطح 


ان سطوح تساوي الحرارة ف ع ساحن ع سطوح تساوي االكون ٤‏ وط 


لم ۲ — 





مشحون کپربائه) بشحنات ساكنة هي أمثلة بعلى سطوح السوية . في النظام الديكارتي 
تکون ۳۳۷ سطح السوية هدي : 


U(x,y,2)=C 


حست 0 هو ثابت ومن الشروط الفروضة عیی مشتقاته پتضح آنه سطح صقیل آن ۸ 
تنعد م المشتقات الاولى فى النقطة نفسها ومثال دلك سطوح سوية الاحداثي الکروي 


1 واي راف مر کزها 0 2 
۱ - ۲ - ۲ الشتقات الو جهة 


الجزئي هذا التابسع بالنسية لاحد متحولاته في نقطة ما من (/ هو الشتق‌الوحه للتایم 


a ÛU 
dx 





في النظام الديكارق لذينا ‏ (2,ل,*) لآ و ۳ 


pee‏ ااورصه للتاسم U‏ وفق شماع التو حه 3 حور × ( وهو حور لست 


a U a U 
dy 3 2 


۰ 





علمه قسممًا د , بر ) و کذلك الامر بالنسمة لشتقین 


8 35 فا بل على مشتق موحه خاص یدعی ندرج التایع ۱ 


۱- ۳-۲ تدرج القابع 


ب 


اذا كان ي© , ,© ثبتين فان الشكل ( ١‏ ) يمين سطح السوية ,0 - 7] المار من 
الذقطة 07 ء م وسطح السوية ZC,‏ = [] ۸ + آ] الار من نقط-ة مجاورة ضا ۳ . ادا 


ما بسن 





(١ ( الشكخل‎ 


طة المتحول ه واذا قسئا المسافات على 


فيكون 4 - “2 8 ويكرن 


N‏ 1 - 0 7 حءث © هي النقطة التي يلاق فمها الناظم المشار إلمه طح السوية 
AU 3U‏ : 
کے ج ا lim‏ 
2 2 ۵ 0 + و ۵ 


هو مستق النابم ف م الرحه وفتی شعاع التوجمه ۸ ر الشکل , ) کا آنه عندما 


تقترب © من ۴ على المستقيم © م فان : 


4 مس 


بتمیز عن المشتقات الموجبة الأخرى في 8 بأنه أكبرها قيمة لأن : 
ا ( 1 .1.۶) 
a‏ 


= lim 2 سل‎ 


۶ 


a U 
( [ = —— co 


3 


حمث ۶ هي الزاوية بين © م , ۴۰ ۶ ( الشکل ۱ ) ربا آن 1 > | e٥50‏ | فان 
ولا تساوی هذان الشتهان الا اذا انطبی ۶۲ ۲ على Q‏ ۶ . 


a U 
م مسد‎ < 
d 








a U 
da 








- A dU 


V U = grad U 
.22 أن ا س موجود في كل نقطة 7 ع م فنقول إنه تدرجالتابع فيالنطاق‎ 5 


يحب أن نلاحظ أن ]1 7 هو شصاع موجه وفق شعاع التوجيه بم اذا كانت 
طو دلته غير ماعدمة » أما اذا انمدمت طويلته فان توحمه [] 77 غير معين . 


ه ينضح من العلاقة ( 2.1 .1) أن المشتق لل وفق شماع التوجبه 4 هو مر كبة 


ماش .2 ١‏ ۰ ال : 
الشماع ۷-1 7 على شعاع التوحمه آي آن : 


4 تاه 
) 7 ) . 8 عه 3 ( 2 :1:2( 

e‏ من تعريف التدرج يتضح أنه مستقل عن النظام الاحداثي الذي نستخدمه وق 
۸ ۸ ۸ ۸ 
eos + k‏ + ز 6 N = cos «i + cos‏ 


ب #©# عب 


حمث + , 8 , » زوايا توحمه الناظم فسكون : 


/ 
CLE Î Un E 


2 


۸ a U ۸ U ۸ a U 
ET TC 


-:0 U 
0 2 


xd U ج‎ ۵ U م‎ 
بت زبس‎ 
9 dy 


۱- ۲ -الوثر الاشتقاتي الوجه ۳ 
من العلاقة ( 203 1١‏ ) ينتج أن : 


A ۸ 
U=( i 0 


(v)U = (R 
© و اوس‎ 


ره 
با 
۳ 
1 


d م‎ ۵ 
yg FE jJU 


27/5 


۸ 
+ k 


)1۰2 ۰ 4 ( V= ت‎ 
xX dy 2 2 


||| 


نه | 2 


3 ۸ ۰ ۸ 
ا ل E‏ 


2 
هو مؤثر اشتقاق موجه » اذا آثر علی الذابسع المددي لموضع نآ فانه یشتقه ویرجمه 
فى آن واحد ق على تدرج التابع . مدعی هذا الموثر اعك أو 58518 أو 

رو هام‌سلتون . 

ملاحظات : 

آولا ) ان س دوثر فقط علی تابم لموضع ولیس عی تابع لکل من الوضع و الزمن 
eas W a W CR. FB FE) EEE û A‏ هو الزمن فان ۲۷ ۲ لا معنی 
له الا فى لحظة زمنية معيفة ٠‏ 


ثانا ) ان ۷ ثنائي الوظفة فمو يشتتقى ويوجه في 31 نهد . وسة وظيقته 


س 


الاشتقاقية دتضح أن ب (] « ن ب و کذلك من وظفته التوحپة بتضح آنه شعاع 
ينطيق عليه ما ينطيق على الأشعة من جمع وضرب فثلا ه ۰ 7 هو امسداء الداخلي 
للشماعين و , 7 بىا a‏ . 7 لا معنی له و ۶۱ ۷ ) بر 7 هو اجداء الخارحي لاشماعين 
و 7 و 7 ٠‏ ان الوضيفتين الاشْتقاقمة والتوحمهية تتحلیان بوضوح في الشكل : 


N 9 
aN 


۷ 
يبع “ شەي ا ۰ ۵ 7 ه 
حدث يكل الوطفة الاشتقاقمة » و 2 عثل الوظمفة الشماعه4 6 ولکن قي 
مسألة ما ننتقي أحد الشكلين العرفین في العلاقة ( 4 ٠. ) 1.2٠‏ 


ثالثا ) توحد مؤثرات اشتقاقية موجبة أخرى فمثلا : 


هو موث اشتقاي موجه وفق شماع التوجبه ۸ و ( س . ۾ )هو مۇر اشتقاقي 
مو حه وفق شعاع التوجيه : 


A^ م‎ ۸ ۸ 
8 <- icos « + j cos § + k eos Y 














a.(VU)= : ك لن‎ 
4 ۸ 4 ۸ 1. ۸ 1 م‎ 10 
) 1 03 » وو [ مل‎ 6 + cos ¥ ) ° (i e ۳ و و‎ 
= COS « 4 + 609 8 0 + cos ¥ ٠ 
7 


/ا سد 


ظ لا ) تأثبر 7 على تابع للاحداثي الكروي : فقط : 


ان كل سطح من سطوح سوية 
التابع (۲) تآ ينتج .٠ن‏ وضع 
0 - () 1 حسث 0 هو ثابت وی 
هذه الحالة يككون سطم السوية كر 
مر كزها 0 ويكون شعاع ترجيه 
الناظم ۸ في کل نقطة منها منطمقا 
على ^ حيث : هو شعاع موضع نقطة 
ما 7 من السطح ( الشکل ۲ ) . 
في هذه الحالة ينتج : 





a A dU 
۳1 FJ) VU — IN > © 0# 


وقد استخدم رمز الاشتقاق الكلي في المشتق الأيمن » لأن 17 تابع المتحول + 
فقط . 

محب آن نلاحظ أنه في الحالة 
العامة لا بطي 0 على في کل 1 
نقطة ( الشكل + ) وذلك لأن ١N‏ 
سطوح سود تابع ما لست 





۱- ۳ تفرق ودوران تابع شماعي للموضع 
لبکن ۴ ابم شماعباً للموضع في نطاق فر اغي ( . 


:۱9 انا 


ان الجداء الداخلي لهؤثر الاشتقاقي الموجه 7 بالتابسع ۴ بدعی تعریفاً بتفرق ( أو 


V ‘°F = div F 


و کب أن اال أن الزات هو تابح عددي لو ضم وأنه عستقل عن النخام 
الاحدائي المستخدم » وفي النظام الدیکارق لدینا : 








۸ 7 ۸ و لهم 2 مه 2 م 
I gO BEES OE IF, 55 (‏ ومح (i‏ - ۰.۴ ۷ 
آي آن : 
و۳ 2 بو 9 3F,‏ 
n O‏ 5 
۳ 57 ع me‏ بر ۴ , ۱۷ (1.3.1) 


آما الجداء الخارجي لموّثر ۷ بالتابم ۴ فیدعی تمریفاً بدوران ( آو اعصار ) 


: التابم ۴ في 7 وبرمز له بالرمز‎ 
V A F = rot F 


ويحب أن نلاحظ أن الماتج هنا تابع شعاعي للاوضع وأن توجببه معين مالم 
تنعدم طوياته » كنا أذه مستقل عن النظام الاحداني المستخدم 2 وفي النظام الديكارتي 


: لدينا‎ 
۸ ۸ ۸ 
) 1۰3 ۰ 2( ۷ ۸ ۴ < | 1 k 
1-5 ۵ ۵ 
0 ¥ dy d Z 
E E F, 








وفي الشكل المعمني من العلاقة ( 2 . 1.3 ) يحب أن نلاحظ أن : 


9 


0 0 
9© ص و سد‎ 
d x d ¥ 


d 25‏ 
(وهي المر كبات الدبكارتىة لامؤثر س ) محب آن تسبتی مر کبات الشماع لتشتفما. 


ان تفرق ۴ ودورانه مراك سراف 1( لا لا ۲ دو مشتقات ا 


في 2 فرضاً . 
۱ - ) قواعد الاشتقاق 


3 تخد م القو اعد الما لمة لااد ندرج أو آفری أو دوران ترا کیب نوي على ذو ابسع 
عددية وشعاصة للموضع . ادا کان ب , ن تأبعين للاوضم فان : 


أولا ) ( ۰۷ ۳) ۰ +4 ۲۷۰۷ ) < ( ۷۷ )۰ ۲ 
ثانما ) ( ۸۷ ۷۲+ ۷ ۸ (۲ ۲ ) - (۷ )۸ ۲ 
الا ) ( ۸۷ .ها( ۸ ۷۸۷۰۷۰۸/۲ )۰ ۷۲ 
رابما ) دب( ۰-۰ (۲ ۰۷۰( ۸۷ ۷) ۸ 7 


( ب . ۲ ) ۷ -- ۱ ۰۷ ۷۲ ) 0۵ 


+ 3۴ 


خامسا ) + ۷( .)+۷4( ۷۰۲ <(۷۰۷) ۷ 


۷ ۸ )۷ ۸ ۷( + ۷ ۸ (VY AV} 


البرهان : يتم برهان القاعدة الأولى ) يلي : 


^۸ ۸ ^ 
v =Vy,i + Vy j + ۷ k 


FÎ Cas, JÊ‏ وده + 1 أ ] عه 


9 














سعد اح هد |۳۷ 6( ۷ (i)‏ 
gy hy | ۱‏ 
با کج + ل" + 0 كت ا = 
ومن قانون حساب التفری لدینا 
و که یم سک ( 11 ) 
dy dz‏ 9 
ومن قانون حساب التدرج لدینا : 
ITE Ese‏ 
d x dy 0 7‏ 
حت ا بحت 


فسكون : 


i للشو بش‎ eee 
۷ مسد إل ا حسم‎  - . 
وج ۴" 5 و‎ FT بن‎ 


بتعويض (11) , (111) في (1) ينتج الطلوب . 
الطريقة نفسبا مكن برهان القواعد الأخرى . 
۱ - ۵ الشتقات الشعاعية من الرتبة الما نية 
با آن تا , ۴ ابعان لموضم في نطاق فراغي ‏ فان الشتقات الشم‌اعس+ من 
المركية الاوی : 
التدرج ۳71 والتفرق V.F‏ و الدوران ۴ ۸ ۷ 
هي أيض] توايم للفوضع واذاأئرنا علبها بالمؤثر الاشتقاق الموجه 7 تنتج الشتقات 
الشعاعية من المرتبة الثانية التالمة : 
أولا ) تغرق العدرج : 


| ۲۰۱ TU, WUT 
۱ 


div grad U = Lap U 5‏ 
ي 
-< 7۶ << ۲ . ۷7 هو مؤثر اشتقافي غبر موحه بدعی موثر لابلای 


Lap س‎ 


و هو مستقل عن النظام الاحداثي الذي دسم ةج لى م4 وق النظام الکارتي کون : 





z2 ^‏ 3 خم - 
وس چم و على 1 ETT‏ 
dy 2‏ 0 
و ^ و ۸ و ۸ 
(خ ی 
2 0 7 0 9 
أي : 
اك 98 اد ' کے س اک ق 
a × dy 0 5‏ 
ومنه فان : 
1 الل e E‏ )1۰5.16( 
d ¥" 23 3 22‏ 


نتانج : 


ت بوصم 0 = 
2 بتابم توافقي في 2 


 1[‏ تنتج معادلة لا بلاس > ویدهی کل تابم حققما ی الاطس‌ای 


ع ونحصل على : 
الس لقي îa LE‏ (1.5.14) 


0 ۶ 0 ۶ EE 


على أن نلاحظ أن : 
( ۴ ۲۷ ) ۰ ۷ ۶ ۴ ( ۰.۷ ۷) ۴ ۷۶ 


لان ۴ ۷ غير معرف . 


اها سه 


ثانا ) دوران التدرج : 


۱ ۷ ۸ ) ۷ 17 ( < 0 
) 1: + 2 8 [ ۱ 


rot grad U =0 55 


وقد استخدم رمز المطايقة للدلالة على انعدام التر کنب ایا كان التابع تآ . 


البرمان « إن : 





8 ۶ JU ^~ 3U 
VU -1 کے + حل 1 ب كك‎ 
d x y 2 
^ ^ 
VA(V U) = 1 j k 
d d 
d x dy 07 
da ÛU da U da U 
d x dy dz 
۵ Û 3 U 0 32 1[ a U 
dydz dzdy dxdz 9 29 6 


8y FU F0 
۲ 5)  تس‎ ( 29 
2 07۷0 


وذلك لأن 1 فرضا تابع ذو مشتقات ثانية مستمرة في 2) وترتيب الاشتقاق 


عندئذ لا أهصة له . 


لمكن ۲7 , ۴ تایعن لموضم فی نطای فراغی 7 . فى هذا النطاق ادا کان : 


۴ ۷ 1 (Fe CI) 
) 1.5.2 5 ( 
7 , فان : دع‎ 
: إذ ضمن هذه الشروط بکون 01۶ > نآ في ( وینتج آن‎ 
۷ ۸ ۴ ۷ ۸ )۷ (0 
عکن البرمان آن العکس صحسح اذا ان © نطاقا بسط الاتصال آي ان‎ 
: اذا كان‎ 


۷ ۸ ۳-0 , (FeCl') 
Chu Kade’) 
F=V U : قان‎ 


بدعی التابم ع في هذه االة بشماع کون في 2 ( آو غبر اعصاري آو محافظ ) 
وددعی الاسم ۲ کونه العددي 2 


فى الحالة الخاصة التي يكون فيها 0 - 1 *7 في 2 فان | 
١‏ 00 ۱ ۱ ( 4 5.2 .1) 
0-6 تراس ([] ا ). ادنم ه ب | 


وعکن أن.نعبر عن هذه النتيحة كا يل : 


عددي الموضع > وودعى التابع العددي بالكون العددي لاشعاع الكوني . 


ان الشروط اللازمة والكافءة لكي يكون شعاع کون ی نطاق ب.ط الاتصال 


هي انعدام دورانه واستمرار مشتقاته الاو ى هد | الزطای ۲ 
ینعدم تفرق الشماع الکوني اذا کان کنونه المددي تابعاً توافقيا ٠‏ 


مااحظة + اذا کان 8 ثابتا اخشاریا فان 31-17 + ۲ ) ۴-۲ أي آن 

B‏ ب U‏ هو آیضا کون عددي للشماع الکرنی ۴ وقد عر فنا الكرن العددى أعلاه 
اهمال الثادت الاختماري ظ 

۱ ۳ ^F) =0 


| ۰۰ 
div rotF =0 : أي‎ 


۱ 


وقد استخدم رمز المطابقة لندلالة على انعدام التر کیب ایا کان التابع ۴ . 


البرهان : من قانون حساب الدوران » ثم التفرى نحصل على : 





3 0F, dF; 
۶ ۷ ۱۳۳] ج لت و‎ 
^ dF; dF, 4 9 پ۳‎ 0 
14 dx dz ۱ ۵ 8 dy 
. 2 2. یز‎ dF, 
۷ ۰) ۷ ۸ Ta سس‎ 
0 dF, ۸ سل‎ 0 dF, 0 
رک کے )بر( کب بو )و‎ 
y` dx 07 0 2 d x 09 37 


= 0 


6 


ولا لأن م فرضا ذو مشتقات ثانئة مستمرة في 2) وترتيب الاشتقاق عندفد 
لا أهمة له . 


تة : 


لمكن ه , 6 تايعين الموضع في نطاق فر اغي )2 . في هذا النطاى ادا كان : 


F= 7 ه‎ ۲ ) 25 0 


فان : 0 - تي . ۷ 
إن ضمن هذه الشروط یکون 01۶ > ۸ في ( وینتج أن : 
A) =0‏ ۸^ ۷ ).۰ ۷ < ۰۴ ۷ 


مک البرمان آن االىکس ص جج أي ادا كان ؛ 
( 0۱ ع ۴ ) 0 - ۰۴ ۷ 
فان : ۸ م ۷ - ]۴ 


ددعی لتاسع 3 2 هذه الحالة بشعاع لو اي 2 7 وبدعى التادم فق کا 


ا عي 2 


یکن آن عير عن هذه النشحة ک دخ 


دقول عن ابع سعاعي الموضع إنه شما لولى اذا كان تاوا لدوران تأيسم 
شعاعي 1 خر الموضم » ويدعى التايع الآخر بالكون الشعاعي للشعاع اللواي . 


ان الشروط اللازمة والكافية لکی کون شعاع لو لسن 4 نطاق هي انع دام 


- ۱ ٩ ل‎ 





ملد حظات : 
اذا کان ا اا عددياً اشارا للموضع فان + 
VU)‏ + ۸) ۸ ۷ < ۴ 
ع 9 عد 13 ) مر ۷ +۸۸4 12 


الشماعي أعلاء باهال التدرج الاختياري 0 7 ٠‏ 
ت اذا کان 3 شماعا کونما لزا في آ ن واحد قور تدرج لتابع عددي تو افقي 
نا YEN‏ 
ا - ۴ ( ااشعاع تموني ) 


و ۷ ( الشماع لولبي ) 
دمو دص العلاقة الاولی ق النانبه مج : 
ات 723513 د ( ۷۲ ۷ ۲ ۷ 
آی آن ۲7 تابم توافقي . 


رابا ) دوران الدوران وتدرج التفرق » ورتبطان بالملاقة : 


| ۲۸۲۲۸۴۰۲۱۱ ef 
)1.5 ۰.4 ( 


۲06 ۲0۲۴ — grad diy F— LapF : أي‎ 


نت و”# — 








البرهان : 











7 ۸ )۷ ۸ ۴( 3 َ k 
2 2 2 
2 097 90 2 
Fg Fy _ 3F, 2F, كد 5د‎ 
dy 02 0 02 0 dy 
: ان مسقط هذا الثر كدب على محور السيئات هو‎ 
Ny, FR FE Fe 


dxdy 2۳ 022 02 


PE, „ FE, „FE‏ 0 و9 ۳ 9 م 
TTT TTT FT a I‏ 
اس ز( ۴ب ۷ سکم 1 
0 
بالطريقة نفسها نيرهن أن المسقطين الآخرين هما : 
^ 2 مم ۵ 8-39 
 [‏ از و( jS Fea‏ 
(,۲)۵۲ -(۲۰۴) که و Î (VF) (Fy)‏ 


j =+ E سل‎ )۲۰۴( - 
0 7 


< 
چ 
< 
و 
۳ 
| 
۳ 
3 
زوا 
ره 


( ,۲ 16 + بو 3+ پا 0*3 
۴ سه [ ۴ , ۱ .از 7؟ ب 


1 ۷ الددرج والتفرق والدوران و اللايالاسي 2 الا حداثیات المنتحنيةامتهامدة 


( ۱۷ 7 , نا ) و2) ع- 2 |(« , ؟ ,2 ) و - ب , ( 7,830 , نا ) رع) > لا 


عوك 4 E ef‏ رهظ EL‏ سول (1۰6۰1) 
8 * ( ۷ , ۷ , ت1) 0 


في نطاق 
ذعرف تمد بل موضع] ف عند عر أ قا ت دن النطاق وصورته 3 الفر اع 
نفسه 2 , ۷ , » حسث قىدل الاحداثدات الدسكارتءة لنقطة ( على 3# 2 بالاحداثيات 
الماحنمة للنقطة نفسها ( » , م , د  )‏ ومكن التعمير عن التبديل ( 1 1١ 6 ٠‏ )شماعيا 


: بالعلاقة‎ 
)1۰6۰2( r=xi+yj+2E=G, (u,v, w)i + 


G, lugs, w+ 8 8 wFÊ 


ان المفحنى الذي تتحول عليه همم 11 فقط دد عی ۰ مسحي الاحداثي U‏ و بالطر د1-2 


النقطة المتحولة 2 ( الشکل ‏ ) . 





۷ سک + 47 سک + ود - ۵۲ [ ۵ .6 , 18 ) 


کے لک مور ماع ماس للع الامداگر, و اق التقطل چ ام الام اھ 
حت کا فو ع اس سي د ادي دا ي ۲ ونرمر 8 و 
الرمز ۾ فیکون : 
۳ ۲ 2 
ع كد د 
عق إكذاد اس ای ال کے چ 
u du 8‏ 5 دي 
وبفرض + م“ شعاعي توجيه الماسين في 2 لمنحشین الاحداشبین‌الاخرن‌یکون: 








0 جو ل h dr‏ هه ما الا حد اد 

۷ A — جح‎ 

hy,‏ ۷ 1 ہمت 7 0 و مقماس ني 
h 2۴ 0 -‏ فر ۱ الا حد اد , Ww‏ 


بتعويض هذه النتائج في ( 3 . 6 .1) ينمج : 


۸ 


(1۰6.4 ( dr=uh, du + v hydv +wh,dw 
و 5 حاوز الاحداثيات الددكارتة هي تو جات تاد‎ j 1 ان التوحمهبات‎ 


7 


, ۷ 


O HN) 

دورد فما يلي قوانين الندرج والّفری و الدوران واللابلاسي على الترك.ب ف 
الاحداثياث المنحنية التمامدة لتايمي الوضم تآ , ۴ ف نطای ‏ حيث : 
F(u,v,w)=[uF + ۷ ۲ + ۷ ۲ [ > 0 ۶‏ 


ه عد رط يط U(u,v,w)e CJ ۴ hy,‏ 








^ ^ ^ 
0 ۷ و ۲۷ 2 u‏ 
رك کے + کوچ + چو )= ۷(7) (1:5.۹) 
Vv ۷۷‏ 11 
2 1 ۵ 
A E‏ سب ۰ ۱۳۱8۰۹ 


Ww‏ 7 لا 


9 0 
Fl ل‎ 9۲, ( [ 


جه 





1 
67 ۷ 
( ) ۳7 ج‎ 3 3 h, u hy v hy, w 
2 ك‎ 
i dv 0۷ 
ی سس‎ hy Fy 














1:6-8 VU = > ۳۹ 
( ) ha yh 30 h u 
= u Pw امد وا س‎ 


البرهان : نكتفي يبرهان قانون التدرج . 


راینا أنه : dU = VU.dr‏ (1) 
كا أن : 
۾ 2+ م تلد + بان = (ii) du‏ 
du dV 3 W‏ 
نفرض أن : 
لا جوا لهس ۳۳ UJ‏ 


تن یس ب 9 ۲ ۸ قا کس کب تعصشا 2 


ê 


بتعريض (111) , (11) , (1.6.4) في (1) ينتج بالمطابقة بين أمبال 
التفاضلات نفسیا آن : 








1 
A۸ — 9 A =‏ ¢ ی 
وبتعويض الناتج الاخير في العلاقة (111) ينتج القانون (1.6.5) . 


اول )الا حداثیات الاسط وانية: 


وا 


^ ^A ^A ^ 
1 م-‎ , V=O , wak 





ان مدحنسات الاحداثہات 
وأشعة التوجيه هبينة في الشکل ر 
(ه). 


ما أن : 


2 - 5 | 9 طزو و < ۷ , 9 605 نع الشکل ( ه ) 
فان : 


7 (2) جر( صلوم) + 1(ث ومء م) سم 


0 


= 3 - | (cos %)1 + (sin ©) j | =1 
8 


ی 
۱ 











م > |3( © وه م) + 1( © هه و ) | 


2 ۲ 


۱ 


Zz 


8ب | ۲ 1ج 








وبتعودض هله النتاشح ی (1.6۰5) , (6 1۰6۰ (1۰6۰7) , 


( 8 . 6 . 1 ) تنتج القوانين المقابلة في الاحدائيات الاسطوانية مثلا ؛ 


م x‏ و 6 8 a‏ 
2 ا 0 IF;‏ 
انیا ) الاحداثهات الكروية : 
Uu =r ۷ = ¢‏ 


Ww = QÛ : هنا‎ 


5 ^ 





ا أن : 


y=rsin§ sin O „, Z™T COS $‏ , ©6059 0 510 ۲ حك 


r= (r sin § cos O ) T+ (r sin û sin O ) Î + (r cos 0)} : فان‎ 


h, = | Î=1(sin û cos ©) + (sin û sia 3 + ) ومع‎ ۵ (16۱-1 


2 م‎ 
وا‎ - — | (r cos û cos ® ( + (rcos 0 sin O )  — 


(rsin 0) kK | =r 


dr : ج‎ 
ho = |g | =1—(r ein sin ©) f+ (r in و‎ eos ®) j| =r sin 


ریش هتء القائج فق 2-43 , (6 62 .)ر 1.1-21 , )1.6.8( 


تنتج الةو انين المقاملة ف الاحداشات الكروبة مثلا : 


9 


(FE e 


س 





و ه] ب 


9 
وس 
2 


امثلة ( ١‏ ) 
مثال ١۴-١‏ 
2 2 
الاحداثيات ثم أحسب قيمة اعظم مشتق موجه لهذا التايع في 


النقطة 23/-.,ا)2 . 


ب الحتمل > 
2 2 
ان سطوح سوية التابع العددى للموضع يبسكا تست ل ليا 1۳7 
2 2 
تعطى بالمعادلة 6 بعك ا 
۱ 2 
سطح ای ان مقف دق فهي مجسمات قطوع مکافثة دور انية 


حول محور 2 ٠‏ 

ان المشتقات الاولی للتابع هي : 
oU 2 01 ۰ . du. r)‏ 
ی اس و ي 


سه 
سح 








سب 








ُ3 9 7 و ˆ 7 ۳ 
وهذه المشتقات مستمرة وغير منعدمة معا في 2 فتكون سطوح 
سوية التابع صفيلة في كل نقطة من هذا النطاق وبالتالي فان التدرج 
موجود في (7 ٠‏ 
ان قيمة اعظم مشتق موجه في 2 هي قيمة تدرج التابع فيها 
وبما ان 2 نقطة من (ي فان : 


۱ 8ر VU‏ 
,2 وا- وا) 0 1 (2 وا - وا) 





مشال ۲-۲-۱ 
: ۸ 
اذا كان مم - 7# شعاع الموضع فاحسب قيمة تدرج التابع 
la F?‏ ثم احسب قيمة مشتق هذا التابع الموجه وفق الشعاع 
ر © 


٠. الحطل‎ 


ان التابع العددى للموضع 3/ = اا هو تابع للاحداشي الكروى 

۲ فقط فتكون سطوح سويته هي كرات مركزها مبدأ الاحداثيات 
وبما انها سطوح صقيلة فان التدرج موجود دوما وينتج من القانون 
( ايه .4 3 اش ؛ 


۸ ۸ 
FOF J = FFOFF J = 3 FF‏ = زو م لد و 
dr‏ 
ان مشتق التابع ‏ لا الموجه وفق الشعاع ۳ هو . 
3 3 
(r. v)r? - ۳۰۷۷| - ۰3۲ (۲‏ 


(5-١ مثال‎ 


احسب تفرق ودوران شعاع الموضع ۲ .۰ 
الحصسل ۰ 


A 
إن و + و( + </ عم هو تابع شعاعي للموضع وهو مستمر مع‎ 


ناته الاولی : 
2۳ ۸ 

27 و ل 
فتفرقه ودورانه موجودان ۰ 
س بو ات 


۵ ۲ / 0F 


Ox 8 ۵۷ 








باستخد ام القانون ( 1.3.7 ) بنتج ان نفرقه هو . 
V.F 02 9 93‏ 


ی 


بیج اعا و د 
Dx” Dy 33 + 1+ 3‏ 


وباستخد ام القانون ( 7.3.2 ) ينتج ان دورانه هو , 


۸ 
1 د ۳ ۸ ۱/2 

85 51 
22 0 


5 2 
R(o‏ + لح و = 


عا 
جم انع ره 


سه 


0 = 
مشال ۲-۳-۱ 
احسب تغفرق ودور ان التابع الشعاعي للموضم ۲ (ع۲ . 1) - ۲ 
حيث 7 ٤± + ٩‏ - 


اچ : 
تک ۲ (1۰۳) 6 
۸ ۸/ ۸ 
وعد ب يا 0x‏ = ( وب و + )×()٤×‏ = 
و هد ۱ التابع مستمر مح مشتقاته الجزكية الاولى لاو سسا لان 
مرکباته کتیر ات حدود ۰ 


من القانون ( 1.3.7 ) بشتج ان تثفرقه هو . 
(2)×3_, (ق«دية , FF _ oe")‏ 
08 لا ۵ o‏ 


۱ 


© 10۳ بست 


ومن القانون ( 1.3.2) ينتج إن دورائه هو 6 








FSF ی‎ | 7 Rk 
3 ق‎ ۵ 
0x 9 27 
ج‎ | 2 
- 160-3) ره-ب) 4+ رم‎ 
لت سس‎ 
۱ ۳ مثال (-عس[ ا‎ 
^۸ 4 
. لیکن ۰۲۲۲ احسب م۳ في نطاق يطلب تعیینه‎ 
٠» الحل‎ 
۸ ۱ 
بمبا ان ۳ = ۲ فان 2 | مرب‎ 


7 
لا يحوى مبدا الاحد اثیبات ولذا فان تفرقه موجود ۰ 


من القاعدة الاولى في الاشتقاق ينتج ١‏ 


V. ٢) = (7L). لب‎ ) ۲۰۸ 





۸ ۸ 
(CF) Fr +) = 


وذلك لان 7۰۳-3 كما رآينا في المثال 1١8١‏ ولأن : 


6 


A 








. 2 اد او 1 
- - لقم 2 م لومعم داري" 


اذ ان بك تابع للاحداشي الكروى / فقط ٠‏ 
مثال ۱و۲ 

احسب تثفرق ودوران التابع ۸ تما = V‏ 
حیبث ۳ شعاع الموضع و ۷ شعاع شابت ۰ 


النختل : 





ان اء ۷ دوما فتفرقه ودور انه موجود ان ۰ 


باستخد ام القاعدة الشالكة في الاشتقاق ینتج ان تفرقه هو : 
W.(VA r) = 0‏ ۰۲۷۸۷۷۸2 ۲ < ( ۳۲ ۸ ۷) .۰ ۷ 
وذلك لان 0 - 7۸۲ كما رآینا في المشال ۱-۳-۱ 
ولان 0 - ۷ ۸ لكون ما ثابتا ٠‏ 
ویاستخد ام القاعدة الرابعة في الاشتقاق ینتج ان دورانه هو : 


زب ۷۲۰۳-۲۳۰ « ( 0۷۰۲ ۱۷ ( ۰۲۷ ۲ ۷۸۷۸۲۸ 


0- (3 )0 چپ بها 0 = 


zw 


وذلك لانعد ام مشتقات الشعاع الثابت س ايا كان نوعه سا 
كما ان 3 - ۷۰۲ واخیرا فان : 


ا هه ا 


۸ م ۵ ۵ 9 9 
© 5 + و ور ون (w . VJ) r = (v> A+ a‏ 
A‏ 
مثال اسما 
آ ) برهن ان التابع العددى للموضع 1 


2 من لكي 
في اى نطاق لا يشمل مبدآ. الاحد اثیات ۰ 


۰ م 7 2 2۸ 2۸ FF‏ 
ب ) برهن أن التابع الشعاعي للموضع 2 + ل + ا :2 < هو 


کموني في ای نطاق بسیط الاتصال شم احسب گمونه العددی ۷ ۰ 
الحصل ٠‏ 


5 ) ون “لقعلا هى اق نطاق لا يعس مدا الاحداکیات فییگسنون 
2 
ا۷ موجودا في هذا الشطاق ومن القائون ( 1.5.16 ) يشتج. 
و رم - 2 بوچ ید تیچ مد بو 2e‏ 3+ و | ری 
7 7 تِ »5۳ : ا ۰ 
( + +× ) رو + اد ) ( و بن “عد ) 
فالتابع )ا توافقي في هذا النطاق ٠‏ 
ب ) ان كم تابع شعاعي كموني وفق القانون ( »2 . 4.5) لان 


۳ 6 في ای نطاق بسیط الاتصال اذ ان مركباته كثيرات 
حدود كما ان : 


1 ۸ = ۷۸ 
م - | هف هف 0 
03 م4 0x‏ 
و 2ن 8 


ولدينا عندئذ ان ۷۷ =۴ ومنه 


س ا س 





Ow 2‏ 8 
يك انب ب 
7 2 و 


3 3 
1 ا ی 
ور ب عنقا ۷ ورورع) مب ۷2 و (813) + 
حيث إ/ و رم , م1 هي توابع اختيارية ٠‏ 
2 2 2 

ان اجتماع هذه الحلول هو الكمون العددى €+ > W‏ 
حيث ب) هو ثابت اختیاری ۰ 
کال شلات 
برهن ان الستابع العددی للموضع 9 Cos‏ عسي )ما توافقي 


سل ۶ 


في ای نطاق فر اغي لا بشمل المحور 02( آي ۵ ۷269 ) یکون 


اع € ا واللابلاسي موجودوهو؛ 





2 ل 20 0 Cos‏ لاح لام BR‏ رن 
r ar ۵۳۸ ۲25 ۵۵ ۲۶ ۶‏ 


وذلك لان U‏ هنا ليس تابعا للاحداشي الكروى 3 ومنه ٠‏ 


2 
9 5۱۳ ا( رم 6 Cos 8 +) Cos‏ لس بوه U‏ ۷ 


s0) =o‏ -) ( مك + ۲ )چگ 
ای ان )ا تابع توافقي في هذا النطاق ۰ 


© اج 


مثال اسا-۲ 
احسب تدرج التابع العددی للموضع 


2 + *م/ + (ه وم - ف «5) مر - لا في المنطقة © المحاطة 
بالسطوح التالية 


- (1-و) بارا عم م 21 هم 29 2 
الكل ٠‏ 


ان المنطقة 620 محاطة بالمستویین 4 ور 3-0 وبالاسطوانة 
2 

الدور انية القاشمة 5-1( ون ع ي*(1-ع) الكئ: قو أرى مالف اتهبا 

محور 3 وهذه المنطقة لا تشمل المحور 3 كما إن المشتقات 


الجزئیءة الاولی للتابع وهي ٠‏ 


سس چ 4 5 - که Sn‏ د ا0 


0۸0۵ 3 


۳ ۳ ا 
I Er‏ و ( ۸ + هه وم )مر = 


مستمرة وغير منعدمة معا في CA‏ فالتدرج موجود ویحسب من 


القانون 


0 ۸۱ ۸ 
د م س ۷78 





6 











ار 
شم + )¢ ده مود )+( 77 ب و -6 5/5 ) م - 
م 


ی 2 ع 


مسائل ( 1 ا 


في المسائل التالية يجب التأكد من تحقق شروط وجود التر اكيب 


المطلوب حساب‌ها او تعيين نطاق وجودها ٠‏ 


۱ ) نیگن التابع الشعاعي ص (م. )اع حيبث +( + ع<ا -۲ 


و المطلوب ۰ 

آ ) احسب ( ). 7 

يد اس (۶ ۳۸ )7۸ 

الجواب ۰ آ ) صفر › ب ) 20 


8 ۱۵۱ گان .8۵لا قاخسب قيمة ما بلي ؛ 


e+ y+ 2 


2 
(ا ۷۸۷ و ۷1 و لا 7 
الجو اب ۰ 
رو وتو 2و بقد) #+رول2 + عوج) 3-6-22 + = JU‏ 
“EJ‏ )| 

( 7 +<)2- رم 
۹2 

8 مت زا 97) ۸ ۷ 2 د U TE‏ 


3 ۹ 7 ۱ ۱ 
٣‏ ) برهن ان rr‏ هو تابع سعاعي كموني واوجد کمونه 


2 
العددي )ا ثم احسب لا ۷ ۰ 


بت ينيد 


الجو اب ۰ 
€ عبت أن تراه VE»‏ 


. برهن آن‎ ) >٤ 
۷ ۰) د زعا م ۲( ۰ ۷ 2 لام‎ ۷ ۰ ۷ ۸۷ ( 


۸( و +وع) +( وه بای + <) + 6 ( 6+2 +<) ۶ 


الشاقم »+ 

الجو اب 4 e4 ۲ b=‏ و 0 - 6 
7 + 2 + 71 4 ]۰ ۷ 

1 ) اقا کان $ Sin‏ + 9 وم لك + ۷) - لا 


قاسب التر اکیب التالیلا : 


( ل ۰ ۷ و VU 9 VU‏ 
الجو اب . 
VU PF 2 : ۸‏ 
فتك ۵ + 5-6 ( يل 201 - 6:6 (۱-2) ۲ ِ 
مت 7 
8 د (1©/ ب 7 .م ی a‏ 8 


مور ۲2 
۳۸ 


۷ لتکن س رس ,ها توابع للموفع ذ ات مشتقات اولی مستمرة في 
نطاق فراغي رگ بسیط الاتصال ولیکن ۵ - ( »4 ۸ . عا 


۸ ) برهن ان ؟ 


قح للع" )نع 7 





) ب‎ ۲ I د٥‎ ( 1 


7۸ 
۲۳ ۷۰۳۸۲ ([ - 0 ۶ 


7 م ۳ )کم 3 / e‏ ۳ 
4 ۲ ۱ 53 / 
۹ ( 1ك گنااشختا: ار ان تو ابع للموضع فبرهن ان 


u V u 0 ۷) (عا . لها‎ 


.س( ۸ ( س | 


لع همس رس ی و و ۳ 
ا و ا ا نت 


د ۳9 بمب 


۲ - الک مالات الشعاعية 
١‏ |(ت.كامالاث الخطية علی منعون مو جه 


١ - ۲‏ - والمدحني الموجه 

لیکن 3 م فر اغما عدوا 
وصقء_لا دصل بين النقطتين 8 , 4 
( الشككل ١‏ ) أي أنه يوجد في كل 
رقرط 4 (۳) ظ من '1 ماس وحدد 
حول باستمر ار دتفیر نقطة الاس . 
يمككن توحيه هذا المنحني في اتحامين 
متما کسین فاذا اتخذت النةطة ۸ 
ميدأ لقماس طول القوس فنقول 


أن المنحنى موه من A‏ الى B‏ 





( الشكل )١‏ »2 ويبفرض ٠‏ (و-2هم و سس 


کون عدصر ااطول الأو ڪه هو : 
( ۲ ۵ ۶ 4 ) ا ع ا و 


الهم رتفي قارع عنسر الطول الوسيه لقب القارة 2 : 


اذا كان المتحنى 1 صقملا جزشيا فسمكن أن نوجه كل جزء صقيل منه بالطريقة 
السابقة نفسها على أن نعتبر نقطة نهاية الجزء الاول هي نقطة بداية قياس طول القوس 


على الجزء الثالى . 


ان ما ذكر أعلاه ينطدتى أدضا على الحالة التي يككون فيها “1 منحنياً مفلقاً » وعلى 
الحالة الخاصة التي يكون فيها 1 متحنيا مستوياً . 


ملا حظأة : 


فما بلي تقصد بالمتحنى الموجه ”1 المنحني الفراغي الحدد المفتوح أو المغلق والصقيل 
أو الصقمل جزئيا » والوحه من ه الى 8 > ونمتبر المنحنى المستوي حالةخاصة » علىأن 
نلاحظ آن النحنی الستوي المغلتى يعتبر موجها في الاتحاه الوعب اذا وحه في اتحاه 
معا كس لدوران عقارب الساعة . 


۲ - ۱ - ۲ أنواع التکاملدت امحطية علی منحن موجه 


أولا ) إن التكامل الخطي العددي للتابع الشعاعي 01 ء ع على المنحني الوجسه 
۲ ( آر حرلان ۴ حول ۲ ) هو العدد : 


الخطي ffds‏ موحودا وقد درسنا طرق حسابه . 
1 


ما آن : 


^A ^A ۸A ^ ^ ^ 
۴ زیت‎ + Fy] +E. k ds=dxi+dyj+dzk 
: فان‎ 


(ءه ۲ +۲ +8۰ ۳)ر - ۰ . ۴ 1 ( 0 2.1.1 ) 
١ 1‏ 


وهي طر دقة أشري لكتادة التكامل اخطي العددي : 
اذا عككست الوحمة على '1 فان : 


[ ۴.۵۵ ] ۲۰۵۰-۴۵ - f fds 


1 ۸ BA 1 


واذا كان 8 مید lis‏ فنرهز للتكامل اخطي العددي علمه الرمز و ل . 6 9 
1 
في المالة العامة كون قمة التكامل ( ه 1 . 1 . 2 ) مرتبطةبالمنحني ۲ ( أي مرتمطة 
مساو المكاملة ) الواصل بين النقطتين 8 , 4 وذلك لأننا نموض عن؟ و ول من 
يكون فيها : 
V A F=0 Fe C1!‏ 
حر یھ مر وچ 
فی نطاق سيط الاتصال (7) 
موي ا مدي 1 ( الشکل ۲ ) اد 
في هذه الحالة یکون ۲7 7 - ۴ 
حدث 012 ع [] هو ايع عددي 
للموضع في ©) وبما أن : 





310 عم ك . [1 7 = VU.ds‏ 
فان : 
متا ولآ- لا f‏ - و4 .۲ ۷ ۲ * ۵5 ۲۰ [ (6 ۰1.1 2) 
۸ ۴ 1 
وعندما یکون ۲ مننماً مفلقا فان : 


0 - و4 ۰ ۲ 4 ( 2۰1۰16 ) 


أي أن قيمة التكامل الخطي العددي لشعاع ككوني © في © ترقبط بقيمة كاونه 
العددي 17 في نقطتي الاباية والبداية فقط » ولا تولسط سار الکاملة ۰ في هذه الحالة 
يكن استيدال المنحني الوجه الفتوح 2 ء 1 بأي منحن موجه مفتوح آ خر 
ي ع 1 دصل بن الناطتن ظ , ۸( الشكل م ) كا مكن الاستغناء عن الماحني هائياً 
في حساب التكامل . 


ثانها ) ان التشكامل اللاطي الشعاعي لاشابع الشعاعي 1 ٤‏ ۴ على المنحني ااوحه 
F۴‏ هو الشعاع 3 


Duns 
سب‎ 
py 


) 2.1.2 ( J FA ds = f 
1 1 


-i f (Fydz—F,dy)—jf(F dz - 
1 ۲ 


5”, 4 ( + ] ) ۲۸۲ - ۲ 4 ( 
9 


والتكاملات الخطية الثلاثة الناتعة موحودة لان ,۴ , ,۴ , ,۴ مستمرة على ٣‏ . 


۳ ( ان التكامل الخطي الشماعي لتابم العددي [0 Je Ue‏ ا لمحي الو حه 
7 هو الشماع 


ات 


و  fUds=ifUdx+jf Udy + EF‏ (2.1.3) 
Tr‏ ۲ 3 ۲ 
والتكاملات الخطمة الثلاثة الناتحة موجودة لأن [آ مستمر على '1 . 
هو ب التكاملاداتك السطحية على سطح موجه 


؟  ١ - ٣‏ الممطح الموجه 


ان المنحني الموحه وفقا لوحبة ماسه + بقابلء السطح الوحه وفقاً لوجة ناظمه جر . 


وجبة الناظم i‏ 
نبين فيا بلي كبفية تحديد وجبة الناظم في نوعين من السطوح الحددة الصقيلة أو 
الصقدلة جزئیاً : 0 


أولا ) السطح الفتوح والبسیط في آحد الاتجاهات الدیکارثبة ؛ 


ان هذا السطح هو سطح ذو وجرین باللسبة لوجبة الناظم عليه وذلك لآنه في أية نقطة 
من السطح عکن آن نوجه الناظم 2 ميث يصنع زاوية حادة مع f‏ ز آي مع الوحمة 
الموجسة لحور 2 ) كما في الشكل ( ۲۴ )آر زاویةمنفرجة مع كما في الشکل(۳۲ب) 
وح أن نلاحظ أن 2 هو شعاع يتغير من نقطة لأخرى » ولكنه مستمر لأن < 
سطح صلمل ۰ 

لتعمين وحبة وحيدة للناظم في نقطة فقد اصطاح على اعتبار 3 موجبا في اناه . 
تقدم پزال پدور وفق طريقة توجيه المنحنى 1 وقد أوضح ذلك في الشكلين ( 1 ) م 
( ۳ب ) ۰ 





الشكل رم | ) 
مه ) 
الشکل ( ۳ م 


۷ ۰ فان و ی ۱ 
مه ۰ اه الوحب ۱ ۱ 
7 توا 4و ص ق الط المعو ي 7 ان 3 
اف امافة ۲ . 0 ۱ ۱ ( آلو حد ( إلى ۹ 
( على ف 
( المتغير لط ؟ والناظم رم 
11 


الشكل ( ؛ ). 





الشکل ( ؛ ) 


1 ۵ 1 أو ر 0 
ل سد ف ۱ E‏ 
انا هراد كر نامعن طح یہ ٤‏ 


8 4 سمه 


إذا كان السطح صقيلا جزئياً وبسيطا في أحد الامجاهات الريكارتية وكان ذا 
حافة صقيلة جزئيا » فانه يمككن بالطريقة نفسها تعيين وجبة © على كل جزء صقيل . 


ثانيا ) السطح المفلى : إذا كان 5 سطحاً مغلقاً فهو سطح ذو وجبين > وقد 


کل سطح من الذوعين المذ كورين أعلاة ددعی ما مو حا 4 لأن وحمة ع 
مت علية 3 ودفر ض 5 مساحة السطح فان عنصر الماة ألو حه هو : 


dS=ndS 
: ملاحظة‎ 
فها ی نقصد السطح الوجه < سطعاً من آحد النوعین الذ کورین آعلاه » ونقصد‎ 


بالسطح الوجه الفتوح < سطعاً من النوع الاول > ونقصد پالسطح ااوجسه الفلق ۶ 
مرطیو ] من النوع الثاني . ۵ 


۲ - ۲-۲ أنواع التكاملات المطحية على سطح موجه 


لسکن las U eé Ol‏ عدد تا لدو ضم علی سط.-ح موحه ۶ ولیکن 
kedl‏ .۳ + ,۳ + ۳-۲5 تابعاً شُماعباً وضع عليه . 


توحد ثلاثة آنواع من التکاملات شذه التوابم علی < وهي : 
أولاً ) ان التكامل السطحي العددي للتابع الشماعي م على السطح الوجه ۶ 
( أو تدفق ع عبر ع ) هو العدد : ٠‏ 


)3.23.1(  fF.dS-f(F.n)dS=—ffads 
5 5 3 


جد :بت 


حيث م ب م ع هو تابع مستمر آو مستمر جزثیاً طی ۶ فیکون التکامل السطحي 
5 موحودا وقد درسنا طرق حسابه . 0 


اذا كان < سطحا مغلقا فنرمز للتكامل السطحي العددي عليه بالرمز 45 ٠‏ 


انیا ) ان التكامل السطحي الشعاعي لابح الشماعي ۲ على السطح الموحمه © 


+: هو الشماع‎ 
)2.2, 2 ( 145 ۸ ۴*1۵ ۳5 
2 2 
و‎ |] 1 ۶ 4 ۵ 
2 
609 ۵ 605 8 COS ¥ 
Fy PF; #۸ 


حمست ۲ GOS «G ۲ cos Û ۳ COS‏ هي حوب تام وجه وقد درسذا طريقة 
حساما اذا علمنا معادلة السطح ۶ . وبنشر المعين ينتج أن التكامل الاخير هو المجموع 
ولان جبوپ التمام مستمرة آو مستمرة حزشا علی هذا السطح . 
الغا ) ان التكامل السطحي الشماعي لتابم المددي 13 على السطح الموجه 
> هو الشعاع 
JUdS-=-f(Un)dS‏ ([3.2.3( 


3 3 


۷5 وه تا ز 1+ 805 ممه تا ز 4 45 وم تا از 
2 2 57 


= ¥ 


رة أو تمر ة جز یا على < ب 


خلاف) لما رأيناه في توجمه عنصر الطول أو عنصر المساحة » فان عنصر الحجم غير 
موحه اذ لا عکن تین شماع توجیه وحد یکن آن نوجه عنصم الحم علیه ۰ 
ا3ا کاٹ : رمع © ے۴ + 2 عدخ .م مع نابا شماعبا للنوضع في .منطقة فر اغية ) 
فان تکامل ۲ على 02 هو : 


۱۳۵۷۰۰۲ ۷ ۷۱ 
(PR م0‎ 00 0 


والتكاملات الححمسسة الثلاثة الناتحة موجودة لان ,7 , ,7 , ,7 مسثمرة على © . 
۲ - ۶ نظریات التحویل من تکامل حجمي الى سطحي وبااعكس 


۱-۲ النظرية الاولی ( نظرية غوص في التفرق ) 


اذا کان 012 2 ۲ تابعاً سعاعماً لدوضم في منطقة فراغمة ©) محاطة بالسطح الوحه 
التابع ع على ع ( أو تدفق م عبر ع ) أي أن : 


[7 .#047-4 8.5 
4 2 


البرهان : نقتصر نف برهاننا على الحالة التي تکون قما ۵ منطقة فر اعدا بسبطة 
وهذا البرهان مكن تعسمه على أية منطقة فراغية يمكن تقسيمها الى عدة مناطق بسبطة 


— ۸ 


حسث لا توجد نقاط داخلمة مشتركة بين المناطق البسيطة ؛ وحمث دشکل احجاها 





المذطقة الاصلمة . 
مما أن : Fek‏ + ۳1 +4 ۲1 -۴ 
dF 2 ۳ 3F‏ 

فار . 1 سف ق وا باکت مس 

۷ : 2 ۴ dy dz © فت‎ 

ویکون : 

ال وى عكة 59 »5 
7 ( عت و 18 11 ذا ( :8 م . 8 ) 
f‏ 2 


غب أول التكامل الحجمي : 








7 
۳ 
-ffdxdy 2 


7 5 


dz 





حمث 007 هو مسقط السطح 
۶ عی الستوي 0 < 2 و ,۸ هي اا 0 
ساسا عذا الط کا ات»ظ ,. .ظ 
ها النقطتان التي يلاق فبهما مستقم 7Z‏ € 
شاقولی لسطح < (الشکل 10 . اشکل ( ه ۲) 
ویتتج من ذلك آن : 


سم 1.8 اج 


)2۰4 ۰2 ( وه »0 ل‎ — | j (Fz), dxdy 
0 ۱ ۱ 


نت ( و ] فا 


۳ ( 2 ) ها قنمتا ر۴ ف النقطتين ,2 , و۴ علی الترامب . 
1 


و 


لمكن ج و ۸ الناظمين على السطح فى و , وم على الترتيب »> ولفکن ,۲ از اوبة 
بين و م ولتکن يه الزاوية بين يم و ۵ ( الشکل ٠٠١‏ ) . ان عنصر المساحة 
الوجه محوار النقطه رظ هو و و ج _ وی .وعا آن ره زاوية حادة فان مساحة مسقطه 


: على اا-توي 0 - 2 هي‎ 
d A, = (cos, )dS=(k-ny)dS=kK.dS 


أي آن : +dxdy=k.dS‏ ;3:4:3( 
أما عنصر الساحة الوحه حوار اانقطة ,ظ فپو و وم 2 وم وعا آن را زاوية 
متفر حة فان مساحة مسقطه علی السئوي 0 = 2 هي : 


6 5-۰-۰ ( ,2 1۰) - 18 ( ههه ) سد د ريف 34 


أي أن : 4207-5 - ( 2.4.4 ) 


با أن السطم ع يقسم الى جزئين ,2 , ,< ناظماهها ,م , ,م على الترقيب ( الشكل 


7 ) فانه بتعویض (2.4۰5) , (2.4.4) ق (2.4.2) ينتج : 


1 - 1 1. 45 + ۲ + 6 
2 23 


حبث ,۲ تقدر على الجزء رك في التكامل الأيسر » وعلى الجزء ,ظ في التکامل 
الاعن ۰ ينتج من ذلك أن : 





2 
أي أن : 5 .1 ,۲ : - 1۷ ی ۲ ( 5 . 4. 2 ) 
dz 5‏ 0۵ 
بالطريقة نفسها تنتج العلاقتان : 
و7 3 کت | (9.4.6) 
2 9 
Fy dV=§Fy, j-dS‏ 1 ( 2.4.7( 
dy 3‏ 


بتو نض (2.4.5) , (2.4.6), (2.4.7) ¢ (2.4.1 )ينتج : 


IV.FdV=§(F,I+Fyj+F,K).dS=6F.dS 
2 7 > 


¥ 6 اس ۲ اادظر ية الثافیة 

اذا کان 01۰ > 8 تايم) عدديا للموضع في منطقة فراغية ©) محاطة يسطح ٠وجه‏ 
مغلق ۶ فان التکامل امحمي لتدرج 1 في 2 مساو لاتکامل السطحی الشماعي 
للشاسم ا على ۶ آي آن : 


UaS‏ سر 
00 


: البرهان‎ 
)2.4۰7( , ) 9 . العلاقات ( 4۰5 .2) , لماه‎ gd F„ = F, = F, = U بوضع‎ 


دنةج ۰ 


و - 05 ع نع نو لله , 


ار > 5 47 

5 .)45-۲ ۵۷-5103 [ 
3 3 ۴ و 

[ ۵۷ - 910 45-411۰ (5 


2 2 


2 
بضرب هذه العلاقات على الترتيب بأشعة التوجمه م 7 7 والمع ينمج : 


لا 2 م ل01 جم 01 2 
(dV =‏ — خخ بد — j‏ باس 1) 
d ¥ 0 37‏ 


رو 


هس 3 


را 


- 45 .)+ ره ز) زد ره ) 1] 0 


بها مس 


4 17 ]5 [3 9 4 1 5 
5 p3 


٣ - 2 - ۲‏ المظرية الثالدة 
اذا كان 1 0 ع ۴ تایم) شماعا هوضع في منطقة فراغة 2 حاط بسطح 
الشعاعي للتابع ۴ على ١‏ أي أن : 
هم 45 4 - ۷ ۸ ۷ از 
PR 2‏ 
البرمان ه اذا کان 61۳ > هد نانا شاعا للش ي 62 فینتج من النظرب1 
الاولی أن : 
5 4 ۱۰ 4 = 4۷ ۰۲۷ ۷ ز (1) 
2 و 


ڪا = 


نفرض : ر ۱-۴ (ii)‏ 
حدث »ع هو شعاع ثابت . من قواعد الاشتقای پنتج : 

زع ۸۴-۴۰۲ ۸6۰۸۲ ۰)۴ ۰۷۹-۷ ۷ 
آي (iii) V.M=e.(VAF) ٤‏ 
,ذلك لان ع ثابت فىکون 0=» ۸ 7 . 


“o 


بتمریض (11) و (111) ف (1) ینتج : 
6 و .۰( ۸ ۴) 4 - ۷( ۸ ۰6۷ ا 
2 2 


= # ».)45 ^ F) 
۲ 


وذلك باستخدام خواص الجداء اللختلط » وعا آن » بت فان : 


ع ر 6 ۰ - ۴۷ ۸ ۷ ]۰۰ 
3 00 


ان العلاقة الأخيرة صحيحة لأجل أي شماع ثابت » ومنه : 
م ير 45 ۶ - ۷ ۴ م ۷ ل( 
2 47 


و تست سس 


| الخلاصة اذا كان ؟ سطحا موحهاً مفلقاً محد منطقة فراغسة 2 واذا كان 








€ ع C11 , U‏ عع تابمين للموضم في 2 فان : 





] ۲۰۴۳۹۷۰ gf n.FAS= FF. dS 
2 5 5 


IVUQdV= fnUdS-$UdS% 
(۸ 5 2 


۴ ر 45 4ب ۵ 7۲۸۴۷ ] 
2 ۶ 2 


أي للانتقال من التكامل الحجمي الى السطحي يكفي استبدال ؟ بااشعاء ۸ . 
؟ سه 64 - © تعمم 


عکن تعمم هذه الأظريات على 
الحالة الي یتألف فپ ۶ من 
سطحین موحیین مغلقن منفصلن 
بقع اعدا ضن الاخر 
5 التككل هاب | أو | كتر )ار تس 
التكامل السطلحي كمجموع تكاملات الشکل ره ب) 
تقدر على كل سطح بانفراد ويحسب 
التكامل الحجمي في المنطقة الفراغية صم الحددة بهذه السطوح على أن يوجه الناظم 
الى خارج @ . 


۲ - ۵ نظرية ستوكس لتحويل تتكامل سطحي الى خطي وبالمكس 


لکن < سطحا موحپاً مفتوحاً وحافته ۲ منحن فراغي موجه مغلی 6 ولسككن 
01 ع ۴ تابعاً شعاعياً للموضع في نطاق فراغي 2) يحوي السطح ؟ . ان تدفى دوران 
ع عبر ع مساو لجولان ۴ حول 1 أي أن : 





ول ۰ ]۴ 4 = 5 4 . (۴ ۸ ۷) ا 
9 


البرهان : نقتصر في برهاننا على سطح صقيل © نحده المنحني "1 والبرهان يمككن 
تعمسمه على سطم صقيل جزئيا وذلك بأخد کل جزء صقيل على انفراد . 


4ه - 


نبرمن ولا علی صحا النظرية في حالة منحن مستو ۲ وشعاع توجیه ما | 


و حد سطها مستویاً موجبا ۶ مساحته 5 . في هذه الحالة يكو نالناظم م علىالسطح 
ننشىء على ااسطح ؟ اسظوانة قائة ارتفاعبا ط تحد منطقة فراعسة ۸ ونرمز 
اسطحیا الكلي بالرمز ,۶ ولساحتها الرمز ,8 وللناظم عليها بالرمز 5 حيث 5 هو 


موحه الى خارج 02 دوما؛شسکون عنصر المساحة الوحه علمپا هو 5 4 ,مم ع رك ل. 


رمز للقاعدة الما للاسطی انة بلرمز ,2 ولسطعها الجاني بالرمز ,#(الشكل٠)‏ . 





بتطستی نظرية غوص في التفرق علی التابع الشعاعي م , ع في اللنطقة 2/ 


4 ۰۴۸51۵۷-۱۴۸۵ ۷] ۲ 
5 م 


سب 0 << 


ف ٩‏ 4 يه . زعم 5) 1غ ۰0:۱8 ( 11۴۸« 
1 ۱ 


و 


۰ 1 ۰( ظ ۸ ۴) از 
و2 


ولکن n, = û‏ على السطح < كا أن اس n,‏ على السام 2 فمخةصر 
التكاملان على لا , ,2 . 


: كه .2 على السطح ,ا ويكون‎ 2 © BEE 


(i) 1۲۳۰۱۴۸۰۵۱۸۷۱۱۴۸ تقو‎ 
2 3 


ولکن : 


ور 6۸ ۸ ۰6۸۵۴۰۱۵( ۸ ۲) 
e Î‏ سدع 8 ١‏ :18 لاه 
وأ مح زهب SE. fe‏ 
كا أن : 
An)=n.(V AF)‏ -(۴ ۸ ۰۵۰/0( ۷۰1۴ 


بتعويض الناتحين في ( 1 ) نحصل على : 


بهي — 





۴۰۵ 2 ۴(۰۰۱۵۷ ۸ ۷)] 1 
2> 2م( 


: فبکون‎ S=dhds , dV-dhds : ولکن‎ 


[ 


۳ بسح 


۲ h 
[ ) ۷ ۸ ۴ (۰ 4 5 [ 1 9 از‎ ] ۶ ۲۰ ۲05 [ 
2 0 [I 
: وما أن 1 طول اختماري فان‎ 


و و ۴۰ 4 - ۰45( ۸ ۷) ] ( ۰1 2۰5) 
۲ د 


هذه النشجة على الحالة الي یکود فنپا ۲ منحنبا فراغيا تأخذ مضلما ,7 أضلاعه هي 








P,P, sa, Fie E‏ , ,۳ ,۳ حمث »۶ ر ...وظ رگ هي تقاط 
متتالبة علی ۲ شم نعرف السطح 3 الذي محده الضلع ] بأنه کثبر وجوه 
وأوجبه هي اللمثلثات التي أضلاعبا 
مي الستقمات الشکلة لاضلاع الضلع 
1 والمستقمات الواصلة بين النقطة 
,ظ والتقاط : PP, Pg‏ 





( الشكل 7 ) . 
بتطبق الملاقف! (2.5.1) ۳7 8 
على کل مثلث من هده الثلثات > الشکل ( ۷ ) 


— 0¥ = 


وجمع النتائج بعد حعل 0 4 +> N‏ یت کی کل ررقو , PP, , P,P,‏ 
ای الصفر فان الضلع پر[ بصسح المنحني '1 والسطح بر يصمح السطح < والتكاملات 
الخطبة العددبة على الاضلاع , _ پوظ ,۲ , ..., ,1و و۶ ,۴ نحسب مرتين في 
اتعاهین متعا کسین ( الشکل ۷ ) فتختصر ولا بیقی الا التکامل اقطي العددي على 
۲ آما الکامل السطحي العددي فنصسح مقدراً عل السطح الكلي ۶ والعلاق 
( 2.5.1 ) تنقی صحبحا في حالة سطم مفتوح 5 محده المنحني الفراغي '1 . 


نتانسج : 


أولا ) الانتقال من تکامل علی سطح مفتوح الی سطح مفتوح 1 خر : 


A 


پفرض < , ,< سطحان 
مو حهان مفو ان مید ھا لمحي 
الفراغي الوحه ۲ ويقعان في جما 


واحدة بالنسبة المتحني '1 (الشكل 





۸ ) وها واقعان في نطاق دست !| 


الاتصال 7 فان : الشکل ( ۸ ) 


۵4 ۲۰ 4 و5 ۵4 ۰( م ۷ ) ! - ,5 4 ۰( ۴ م ۷) [ ( 2.5.2) 
E 8 r‏ 


أي أن الا مان السطحين متساويان ۰ 


الب 


ان العلاقة ( 2.5.2 ) تقی 1 
صحصحة اذا کان ٣‏ منیحن) مستویا 
يحد السطح المستوي ,2 (الشكل ه) 
روفي هذه الحالة دكون ج شماع-] 
ثايتاً . 


در 


2 سر 


أماأاذا كان ,3 , ,2 في جمتین ۳ 
ختافتان بالنسة لمنحني ۲ فان : الشكل ( ٩‏ ) 


ر5 4 ۴(۰ م ۲) ] -- ,5 ٩‏ ۴۱۰ ۸ ۷) 
2 


1 
2 


hn 


اذ نحب قوحمه الحافة '1 للجزء 
اج پمکس طريقة توجیه الحافة ٣‏ > 
الحزء ر< حدث یبقی الناظم‌موجها 
7 
û,‏ 


ا 


che 


الی خارج السطح الفلق ؟ الو لف 
من هذین الزئن ( الشکل ۱۰ ) 
وعمكن التمبير عن ذلك كما يلى : اشکل ( ۱۰ ) 


) 2۰ 5 : 4 ( ۶ )۷ ۸ ۴ (۰۵ 5 - 0 
2 


أا کان التاسع م . مكن أن نبرهن العلاقة (4 . 5 .2 ) بطريقة أخرى وذلك 
بتطستى نظرية غوص في التفری علی منطلقة فراغة محدها السطح الوجه الفلی ۶ . 


— 6 - 


ثانبا ) نظرية غرين في الستوي : 
في الحالة الخاصة التي يكون فیہا ۳ منحشیاً مستویا واقما في المستوي 2-0 
( الشكل ١١‏ ) فان : 


^ A 
ds= dxi 4+ dyj 
A ^ 

۴ 1 iF Fy j 


(ii) F.ds=F,dx+F,dy 








وهمه + 
کا آن : 
وك * ك غ٠‏ - 5 4 رع - )۲۸۲-۲ 
وهمه 1 
7 بط 9 ع 
و( سس و ) - ۰۵5( م (iii)  )۷‏ 





الشکل ( ۱۱ ) 


م نت 


بشمویش ( ::) , (:::) ق العلاقة 5۰1 2) شهج : 


١ ۱ 


کو 8 هو منڪن سمهو مو ڪه ق الاعاه الموحصب 5 تدعی هده احاله اام من 
5 4 و۰ ۰ج أ“ 
مرا عر كين شظرية غرين فى اللستوي © وصب آن نلاحظ آن و 1 کب ل 


تکون ما مسه ت آل فته ة ۲ 
۲ - + نظرية غر ین 


۰ 2 ۰ ۱ ۰ 5 5 اه ۰ 7 
ادا کانت 32 ۷۷ , Ua GEF‏ تو ابح عد دد4 للموضع ق منطقة فراعسة 0 


محاطة بسطح موده مغلق ل فان : 


بو رنا من با ۲ تا ) رت 45 ۰ (17 ۷ ۷۷-۷۷ ۷ ۲۲ ۶ 


۳۲ RA 
+ أو‎ 
dW a U 
Ems We 
3 2 بو زو میک ۷ ۱۳ 7 الل نا سحييا‎ 
2 00 


a. 3 U 9‏ اا در 
م 9 سب عدل هستقان موحپان وهی م ٠‏ 
3n‏ ۲ 2 


البرهان : من ذظر دة عرص ف التفر ی لد دنا : 


) 1 ( 9 ۴۰ 45-۲ ۴ ) ۴ 6 61 ( 


72 
127( 
ب 


س 


بوضم U Y W‏ .۴ ( حبث 0۲ 6 ۷۷ ۷ لام فرضاً ) في (1) نشتج : 
٩ )۲ ۷ ۷۷۰۵۹5 - ۱ ۷.) ۷۷۷۲۲‏ 
0 0( 2 


)2.6.1( F$(UVW).dS=ftywU.vW)dV + 
3 (0 


ل 7۶۲۷ ۲7] ] 
00 
بوضم 1 7 ۴-۷ ( حیث 0 ع ۲۳ 5-7197 فرضاً ) في (1) ينتج : 
 f(WVU).dS=f(VW.tU)dV +4‏ (2۰6۰2) 
A‏ 3 
۲ 1ه ۷ 


(0 


بطرح (2 6۰ .2 ) من (2۰6۰1 ) یننج : 


- و( ۷۰-۲۷ ۷ )۶ .)2.6.3( 
۶ 


0۷ ۳۶ ۷۶۷۷-۷۷ ۲ ) از 
0( 


والتكامل الحجمي موجود لأن *1 0 © 187 | 061۶ » 17 . عاآن : 


) ۲ ۷۰ )۹5(- 0 ۷( ۰۱۵ 5( - 


] )5 ۰۷7۱۲۷۷۱-۲ وى‎ 
dn 


کا أن وه لدم وه .۲ ۲ فمکن وضع (2۰6۰3) الشکل ؛ 
11 


وه رل - ۲ و (2.6.4) 
dn‏ 9 


۳ 11 


الم 


۷( ۳۶۲ ۷۷-۷۷ ۷۶ ت]) [ - 


2 


نقيجة : 
اذا كان 887 , 8 توافقين ( أي 0 > ۷۷ ۷۶ = ا ) فان : 


2 ۷ 
n 


سق ف لال سه 


11 


( U 


ره 


نه مس 
ره 


e 


دهمام ۰ 


عکن تعمم هذه النظرية علی احاله اي رتالف فنبها ؟ من سطحين موجبين مغلقين 

منفصلین بقم احدمما داخل الآخر ( أو أكثر ) ومحسب التکامل السطحي کحموع 

کاملات تقدر على کل طح على انفراد » و#سب التكامل الحجمي في المنطقةالفراغية 
ج احددة بپذه السطوح » علی آن یوجه الناظم الى خارج © ۰ 


؟ ‏ باعلاقة غربن 


ان ai‏ 0 وة تایه وکان r‏ رود زقطة متو P‏ عنمأ وهده التقطة | جر له 


سے 302 ع 


عندما تکرن ۵ خارج 0 
( الشکل ۱۳ ) بکون : 


۳ » شب []ا رو 5 


في 0 وبفرض 601 ۷۲ في 
هذه الط1۸ > فانه عکن تطسق 
نظرية غرين للحصول على : الشکل ( ۱۲ ) 


[ 4 5 





IW rw AKI] 
ğn 
1 
I (mm ۷۶ ۲ (۲ 
(Pp Fr 


راذا کان ۷ تابعا توافقا في ۸ فنننج : 


ع 5 4 [ 2:21 ) 





2-1 0 
r dn 


9 

¥ dn 

ورلکن رد ما تکون 0 داخل 2 فان الاسم ع 1 دصہ۔ح ااا 

للنقطة 0 الو و دح فسأ لتایم ۶ عبر محدود ( ( الشکل ا ) وهذا الحوار واقع 
داخل الكرة التي مر کزها 0 ونصف قطرها 2 وسطحها : عکن عند سل تطی 
| 

نظرية غربن على المنطقة ,2 ( الماطة بالسطحين المغلقين الموجبين < , 3 ؟ ) على أن 


ل 6 .سب 


تقدر الکاملات السطحة على ۶ 
و * والتكامل الحجمي يقدر في ©) 
( الشکل ۱۳ ) . بما أن الناظم 
مو4 اوتا الى خارج المنطقة 


فسکون الناظم م على ,< مو جا 





نحو 0 . من نظرية غرين يننج : الكل 1 3 ) 


i gE. ALD vas 


و 2 1086 ۳۲ 


ل دي كل 4 ع به لبت ا اس 
dN, dn, r‏ 











d n, 9 1۳ 





۱ ۷ 2 ا 
عړ دما û‏ ج ۾ ويا أن ۲۷۷ ا محمد ودة على السطم ىف فان : 


1 








- |[ 2ج ج 4 ( ا ۷ سب ] lim‏ 
0 . 781 * 0 ج و8 


= 1 ,458 ۷۷ و ل ] is‏ 
a‏ 0 جه 8 


۷ - - [ 2۶ ی( ۷  )‏ ] هذا 


0 جح ۾ 








مقدره فق النقطة O‏ . 
يتعو دض النبايات الناتحة في ( 1¡ ) حصل على : 





( /1) 9 ۷ 1 ۱ 
14 ] اع Ses‏ سس يه lim T am‏ 
3 
وبتعويض القسنة الأخيرة في ( 1 ) تنتج علاقة غرین : 
د (ors) 7 EES a‏ 
r ۵0 0 dan‏ ۷ 
1 
۷ ۶ سب W‏ 4 
1 ۷۷ *17 1 7 صني ۳ ) 7 


إذ أن 2 O mR‏ عندما 0 ج و . 


زد م| کون (a W‏ تو افقما ف 0۳( فان : 





۱۲۷ سس 5 ق 3 ال‎ W) 
an O 


نتيجة : من العلاقتين ( 2 . 2.7 ) , (2.7.4) ينتج أن : 


( © خارج <) . و[ نش ۷ ۷۷-1۷ 0 ] 


په شا 


ن ١‏ 2.7.5 ) 
( 0داغل ع) , ی( ۷) 24۰ 1.45 ۷ ۷-۷ ۳ si‏ 


r 


صم 


حيث 11 هو تابع توافقي في المنطقة الحاطة بالسطح ع . 
A=‏ تکامل غوص والزاوية انجسمة 


عند ما 1 - ۷۷ رڪون 0 - ۷۷ ۷ ولو دص ھا ين القممتین ف ایح السادقة 
کون : 


1 
( 0 خارج × ) (y—).dS=0‏ ج 


)9.8۰1( 


دد عی هذا التكامل السطحي يتكامل عو ص رقکن کتایته ص دی : 


حت فا تیب 


۳ 21600 * 
—r.ndS= ۷ 


ب م#] 


1 
و 095 : (ستد ا ت 
5 9 7 


سه 


1 


وينتج من (1 . 8 . 2 ) أن تكامل غوص ينعدم اذا کانت 0 ( عبدا قياس شعاع 
الموضع + م ) خارج < وأن قيمته تساوي ‏ 4 اذا کانت 0 داخل ع 5 


ليكن 05 عنصر المساحة اجاور لذقطة شماع موضعیسا 9 سا ولسكن َّ 
الناظم على السطح المغلق ع والموحه دوما الى ارج السطم ٠‏ اذا وصلنا جمسع نقاط 
النحني ال حمط بالعنصر 45 الى نقطة ثابتة داخلة 0 فيتش كل مخروط كامل ذروت-ه 
0 ( الشکل 4 ) واذا وصلناها ای نقطة ثابتة خارحسة فتشکل نصف روط 


( الشکل ۱۵ ) . 





تكن ع 4 الساحة الق بطعها 
هذا المخروط من كرة مر کزها 0 
ونصف قطرها ‏ . تعرف الزاوية 
احسمة ه 4 القاسة بالرادیان الحسم 
والق ری تا العنصر 45 من 


: انا‎ O 





el PF ۰ ۵‏ ۰ 9 ا چ الا mE‏ < ن 
حدق هي اازاویة بین ۸ 2 علی آن ناد اشارة الرافد ع ۳ ۱ 
حادة واشارة الناقص عندما تکون ماش ةرةلك: اة عق , 85 فاد از اف 


موحان ۰ 


اذا کانت 0 داخل ۶ ( الشکل ۱ ) نری آنه في الوضع 1 و 2 یحلون 








الث انم + هك ومثه عند اماد الزاوية الكلية الثي يرى بها السطح 2 من © 
r‏ 
( أى عند حساب ا و - 0 لیے متم الاو رة 
de‏ 
4 9 = ل 


۹٩ 5‏ سه 


آما اذا كانت © خارج ع ( الشكل ١6‏ ) نرى أنه في الوضم 3 یکون 


2 له ۵48 "۳ 
3 + = ن 0 وفي الوضع 4 يكون ل = دل و تماد 


الزاوية الكلية ن التي بری بها السطح < من 0 فپذه القادبر تختصر ویکون : 
0 = ن 
يحب أن نلاحظ أنه اذا كانت © على السطح ؟ فان : 
4 2 سس زو 


اذ يتم اسقاط السطح عندئذ على نصف كرة . 





تساوی ج 4 ادا كانت الىقطة داخلر > وتساوي الصفر اذا كانت النقطة خارهمه 6 


وتساوى + 2 اذا كانت الثنقطة واّعة عليه . 











نت و ۷ همه 


امثلة ( ۲ ) 

مثال ۲ - ۱ - ۱ 

ا انت ع رة مسعمرة ومقحولة من نقطة لاخری علی منحن فراغی ۲ مو سو4 
وصقيل أو صقيل جزئياً يصل بين النقطتين ۸ و ظ فان التکامل اخطي العددي 
و ! _ هو العمل الذي تقوم به هذه القوة لدى انتقال نقطة تأثيرها على '1 من 

١ ۸3‏ 1 
۸ ای ظ . 

اذا كان : ( 011 ع ۴ ) ۱0۵ ] م ۷ 

في نطای فر اغي بسط الاتصال 7 محوي اسنی ۲ فان ۴ شماع کون پستندسج 
من ونه تآ بالعلاقة 1 0 ۴ ویکون التکامل اخطي الم‌ددي مستقفلا عن 
مساره في 7 وفسمته هي : 


ور[ سب ولا - 5 ٩‏ ۲۰ ل( 
48 


أي فرق الككون بين النقطتين ۸ , 8 . 
مثال ۲ - ۲ - ۱ 
اذا شت السطع الوجه‌الصقیل 
؟ في سائل سره الستمرة ۷ 
تابعة الموضع فقط » فان التكامل 
اا-طحي العد دي 3 
5 ه ۰ ۷ ( 
2 
عو سي السائل الذي يعبر 
هذا السطح في وحدة الازمن1 اد 
يتضح من الشكل أن حجم السائل 





E 


الذي يعبر عنصر المساحة 8 4 في وحدة الازمنة هو : 


9 م - 45 (7.58)- ١.45‏ 
سك يج قي المركبة الناظمية للسرعة > فيكون الحجم الكلي للسائل اندي يعبر 
السطح ۲ هو 0- ۲۷-4 روپ انس أن ۶ سطح افتراضي وليس 
2 
اسا مادا کتما ۰ 
لا تشمل مدأ الاحداثيات › واذا کان م هو شماع موضم نقطة من هذه المنطقة 


وبر هن آن 3 





الحل : بما أن التابم لشماعي لموضم ۲/۲۶ زونشتن مسقعر ي تین 8 و 
أن السطح الموجه 5 مغلق وصقيل » فينتج من وضع ۴۲/۲۶ في نظرية غوص في 
التفرى أن : 


f 0.(Ûr)av‏ - 45 .-و 
Çi ¥ ۳‏ 
ومن قواعد الاشتقای لدنا : 
1 ذه لم قن ب 
لع ]9۰۳ : (ع ۲ ۱ ۲ ف 
گے وو کچ کک ا کج 
ف ع r‏ 


بتمویض الناتج في ( 1 ) ريني «اطلورسية . 


متا ۲-٤-٣‏ احسب قيم الثوابت ع و E a‏ لكي يكون التابع 


الشعاعي للموضع . 

AK 

2 ( +“( ب (rg + ag) © 2 nag bg)‏ 
کمونپا في ای نطاق فراغي بسيط الاتصال شم احسب تدفق التا بسع 


الشعاعي الناتج عبر عبر السطح الموجه المعلق المعین بالمعادلات + 


رم = 72 و 0 = 2 و 1 =m‏ ی فا 
ات3 ۱ 
التابع المعطی مستمر المشتقات لان مركباتة کشیرات دود 
ودوږ انه و“ ېړ 
۶ 0 1 
- ۳1۳ ۵ ۳ 
27 04 ون 
4 2 
و E EA E e‏ 2 


ره -0 از 3 (ط-ع) 2 


ويكون التابع كمونيا اذاكان: 1 ۸ 
8 ع( 0-6 6 + J (a)‏ + ركيت أن 


واتتایع: الناتم. هو. : 
4 (غضب و) + (روبو+<) + 05 Fs‏ 


۱۷۳ 


ان السطح 4 یه 
هو اسطو انة دور انية قائمة 
محورها محور 2 ونصف قطر 
د اكرة الدلیل هو 1 ء 

اما 28-0 و 7-2 

فهما مستويان عموديان على 
محور الاسطوائة والسطح الموجه 


فراغية ^ وهما مبيئان 





في الشگل المر افق ۰ 
ان 2 سطح صقیل جزفیا ( یتکون من اسطوانة مقيلة ومستویین ) 
وهو سطح مفلق موجه الی خارج المنطقة الفر اغية المحددة 6 كما 


ان 60۴ ۳ في 0 فینتم من نظرية غوص في التقرق آن 


التدفق المطلوب هو . 
Fads ۲ F ) ۷‏ $ 
A‏ ۱ 
اله 23 +29 + 1) /رر] - 
۸ 


وك هه له مه مر( 25 +ض 5 مه ل 


حجنت ۱۷۳ اکت 


رمت 2 ار 
ما 0 ( 27 + ه م5 مره + د ) أرميه م أ 
0 ۶-90 


|| 


27 
0 


|| 


1م لبس" 
Sin ¢) de‏ 1 + 6 ( هر 
ور 0 


217 


۲ 6 س Sin ¢) dp‏ #بیع د 


0 
وقد استخدمنا الاحداثيات الاسطوانية لوجود تناظر محوری ۰ 


مشال ٣٤۲‏ لیکن 
F = (rr) + (r ase) + (j as ¢) $‏ 


حيث ( وو 6 و ۲) هي الاحداثيات الكروية لنقطة فمن المنطقة 


,0 المحاطة بالسطم الموجه 2 المعین بالمعادلة الديگارتيسة 


35 د (e) o fg ge‏ 
تآکد من تحقق شروط وجود التکامل .dS‏ عم9ع)# 


ثم احسب قیمته ۰ 


کے رمع قباتیج: عسات وی اج اغي اعد اقسات رویط مکی : 


AF E 8 ۸ 
سب‎ ۶ a rê 
فاو ثم‎ ( 7 


ان المنطقة 0 محددة ومحاطة بالكرة المفروضة والو اقعة بکلیتها 
في الشمن الموجب ای آن ۰ 
O‏ < © ص5 5 0 عد ۲ 

فيكون الدوران موجودا في 2 ٠‏ 

بما ان < سطح مغلق موجه وصقيل ( لانه كرة ) والناظم عليه 
n‏ موجه الى خارج ويما ان 6 ۳ ۸ ۷ في ۸ 
كما هو واضح من قانون حسلبه فیمکن تطبیق نظریية التحویل‌الاولی 
( نظرية غوص في التفيق ) #ی > . 


۶ ) ۷۸ ۴( ۰ 5 = ۲۰/۲۸ ۳ ( ۷ 
2 2 


= 0 


وذلك لانه من خواص المشتقات الشعاعية من المركئبة الثانية 


۷ ۰) ۷۸۶ =o 


مت ۷۲ مت 


3 ۸ 3 م4‎ ۷ 5 a 
۶ - فصيال اس کتک احسب تدفيق التابع ۸ 7 1 لاب عه‎ 


عبر السطح الموجه المغلق المعین بالمعادلتين ٠‏ 

( لب ) -/ =3 5 ۰ - 3 
کے ہی الط ۶ سبیی فج 
الشكل المرافق وهو سطح مغلق محدد 
صقيل جزئيا ( يتكون من جزثئين 
صقيلين هما مجسم قطع مكافي” 
دور اني ومستو ) ولناظم م موجه 


الى خارج المنطقة رك المحاطة 


بهذا السطح ۰ 
ان تدفق ۲ عبر 2 هو ٠‏ 


F. dS = 7 9 
رار 5 ( $ 5 و‎ 


ويمكن حساب التكامل السطحي الناتج بالاسقاط على المستوى 0= 7 ) 





ولكن هذه الطريقة طويلة ۰ يمكن تسهيل الحساب اذ ! حولناه السسى 


كما ان التابع كا ع / في 2 فيكون : 


ds - 7 F dv >| (+27 dV‏ ل 


وبما ان المسالّة ذات تناظر ب نستخدم اا ۳ سیر ای 


ويتم تعيين حدود المكاملة بالاستعانة بالشكل فنحصل على ٠‏ 


۷۷ 





رز > 


( 2+ رو 4 مره مر [ 23+ م3] رار 
4 


0= 3 0 
4 
حي = مره (*مرة -آمردم) 27 - 


مشال ٤ه‏ اذا كان ك سطحا محددا موجها مغلقا وصقيلا يحيط 


۸ فيرهن ان ٠‏ 
4 - 70م كله ف , 6 5ك . بج كو ار 6- 5ك في 
2 5 ی 
لجل > 


ان أ لسطم 2 والتابع ۲۷۳۷/0 بحققان الشروط كافة 


باستخدام النظرية الثانية وبفرض 1 -ا فيها ينتج ٠‏ 


$ 4) dS = f (yı) 4۷ = © 
2 ر‎ 


باستخد ام النظرية الاولى وبفرض VW‏ - لما فيها بنتج , 


¢ vw. dS " (vw) dV en 
2 


وذلك لان م ع VW‏ 2 لانة اب 
باستخدام النظرية الثالعة ويفرض ۷ - ع فيها ينتج ٠‏ 
6 - 0۷ لماج ۸ 7 dsr vw‏ $ 
۸2 


5 
وذلك لآن م - (/۱۱۷) ۷۸ دوما ۰ 


ع ¥ > 





ل مھ اذا کان ٤)“‏ € لا تابعا عددیا اختیاریا للموفع 
فاحسب تدفق دوران التابع الشعاعي للموضع 
i. Î‏ ۸ 2 ^ 3 
JR + ۷۱۸‏ و7 (2y + ۶ ( ) + )- < 9 ( [ + (x‏ - م 

عبر السطح الموجه المستوی 
الحيل : 
2 وهو المنطقة الد اثرية 

به 4 
1 > ر > والسطح مفتسوح 
موجه وصقیل حافته ۳ منحن 
موجه مغلق صقيل ( لانه دائرة 
ومركزها 0 ونصف قطرها + ) 
وقد تم توجيه الناظم م وفق قاعدة البزال اها توجيه الحافة فهو 


عکس دوران عقارب الساعة + 





ان ê ê‏ في نطاق ( بحوی اج وذلك لان : 
قري زا جم أ © با 
ولان القسم المتبقي من ۲ مركباته كثيرات حدود فل هة 
مشتقات اولى مستمرة في (۶ ٠‏ 
وبذلك تتحقق شروط نظرية ستوكس جميعها وينتج تدفق 


دوران التايع من ٠‏ 


F. ds‏ | - که ۰ (۲۸۶) زر 
2 


FF 


والطرف الايمن هو جولان التابع حول المنحني '/ الذى عنصسر 
شو سه الموجه هو ds‏ ۰ 
في المستوی ب < يكون , 


F. ds 


/ 


| لالب عهة | . ) 0 "و (x‏ 8 + ( 9د )+ (0 (ay‏ 
VU. de‏ + 
du‏ ا اه 8 _ dx‏ کی 


ا كو + ( وله ود - له گوید) ‏ کې عه .ع فو 


1 << 2 پد وی و 


ت 


- ag ds ت‎ ey ¢y ) 


ا اب < 
نفرض وه =× , 5 عم فیکون : 
AT‏ 277 
sıint dt‏ ل + د ات 9628 .ع و 
م 0 ۸ 
نت 0 ۸9 گے کس 0۳ عدت 
TAL Ww 2‏ ۹ 


س + سے 


مثشال ۲-۲ 

سس 
دمم 2۸ 

بوشن ان ۸ و + Fa e‏ تابع شعاعي کموني فسي ای 

نطاق فر اغي بسيط الاتصال ثم احسب جولانه حول المنحني الموجه 

النانج من تقاطع المستوى ۵ ۶ ع إل ع + 

مع السطح تج سفق ماه و 5 

الحتل + 5 2 ا 

ل ان ۴ تابع شعاعي كموني في ای نطاق فراغي بسبط 


الاتصال لان 621 7 دوما ( مركباته كثيرات خدود ) كما ان ٠‏ 


0 = ۸ 1 0 ]۲ ۷۸ 
مف ف هم ظ 
dx O04 °` 23‏ 
° 3 72 


ان السطح .2 المبين في 
الشكل المرافق هو جز* من 
مجسم القطع المكافي *الدور اني 

3 82 شه 1 وهسو 
سطح محدد موجه مفتوحصقيل 
ربسيط قواللقاه 3 وقد رسم 
منحني تقاطعه / مع 
المستوی 20 2 + ين +× وهذ ا المنحني المستوی مغلق وموجه عکس 
عقارب الساعة وصقیل ( ناتج عن تقاطع سطح مقیل ومستو ) ٠‏ 


باستخد ام نظربة ستوکس ولتحقق شروطهاکافة بنتج ان الجولان هو ٠‏ 
ج سا میب 





6 -۰09( ۲۸۴ = وله . ۶ 7 
2 


/ 


وذلك لان 0ع ۸۴ ۲۷ في اى نطاق فراغي يحوى ,2 ه 


طريقة اخرى . 





ان 8۶ كموني في نطاق بحوی المنحني الموجه المغلق '| 
ولذا فان جولانه حول / ينعدم ٠.‏ 

مثال ۱-۷-۲ 
لیگن 2 سطحا موجها مغلقا محددا وصقيلا يحيط بمنطقة 


۰ ۸ 
فراغية ٣۸‏ ولیکن الناظم :7 موجها الی خارج ۸ 


. 


4 
لیکن 6 6 ۷,ا في 1 


حيث ]ا هو تابع توافقي . 


السطح عن نقطة تابتة 0 تقع داخله فبرهن أن ٠‏ 


5 = ا 4 ركب ( ۸ |1 
7 


2 


حيث ى(للا) هي قيمة ۷ مقدرة في النقطة © . 


التشتتتتلن © 
ان شروط نظریبة غرین محققة لاجل السطم المفروض :< 
والتابعین ۷ ر لا فینتج منها ان : 


۷ ما9 ۰ 5 لاف س ‏ عي | (i)‏ 


4 
ولك لان, مدي ۷ في ع 
ان شروط علاقة غغحرين محققة لاجل السطم المفروض ,2 والتابعين 


۹۰ سل فینتج من القانون (2.7.3) ان :۰ 


2 ۱ 3 1 
, (۷) 7۳ با ب ۷۵۷ ۲ - 05 ادك ۳ 0 (ii)‏ 
5 


بظرح ( + )اهن |( ۸۲ ) یشتج ان ۰ 


۳ ئ )0-4 w‏ سايق [ 2 س| 


۵ 


و(۳) ۳ ب ۵۷ ۷ (-) ز 
4 


س ۸۲ س 


وجا اخ 0 - ع مك على الع ,2 
۸ 


بینما 0 لد لا كت داخل رم فان 
۳ 


9 <  )4 -۷( ۳۷ ۷ ا‎ 
8 


ومشة ۰ 0W dV 5 FW‏ هدي ل 
0 


س E‏ س 


مسائل ( ۲ ) 


في المسائل التالبة يجب التأكد من تحقق الشروط جميعهها في 
نظريات التحليل الشعاعي قبل استخدامها كما يجب التأكد مسن 


تحقشسق شروط وجود التراكيب قبل حسابها ٠.‏ 


الموجه للکسوة اس وھ وم “عت . 


الجواب > 20.106 


> ) لیکن p+ Bt‏ + (ه که - 5«۵) م = U‏ تایفسا دیسا 
للموفح حيث ( 2 وب و ) هي الاحداثيات الاسطوانية لنقطة 
من المنطقة الفراغية / المحاطة بالسطم الموجه > 


و المعین بالمعادلات الديكارتية ۰ 
4- (ا-) پ(اعج) .و 47ح يا ار 5-8 
برهن ان : 


1 8 15 ۲۸ - 0 
2 


۳ ) احسب جولان التابع الشعاعي للموضع 
ب "يسوم 24 = م۶ حول المنحني الموجه الناتسح 
من تقاطع ا لسطحیین 00008 5 كو قعب ول 1 
الجواب ۰ 28.27 0 


سب هلمم — 


غ ) ليقن (۶ نطاقا فراغیا محددا بسیط الاتصال یشمل المبدا 0 
وليكن ۲ شعاع موضع نقطة من هذا النطاق . 

المطلوب هو ٠‏ 

5 ) برهن ان 7*۲ هو تابع شعاعي كموني في 72 واوجسد 


کمونه ا ۷ باهمال الثابت الاختيارى ٠‏ 


ج ) برهن ان as =| 6 qv‏ )32 اس زر 2 
04 


حيث < هو السطح الموجه المحدد و المقیل للمنطة ۱ 


۳ 7 
© ده و 7 هو شعاع توجیه الناظم على هذا السطح . 


5 2 
6 ) ب‎ W= 5 ) ١ : الجوابه‎ 


ه ) ليكن ,< سطحا موجها مغلقا محددا وصقیلا جزگیا مساحته ٩‏ 


ویحیط بمنطقة فر اغية 2 حجمها ۷ حیث ۸ هو شعاع 


اذ! گان "ام 6 ا ر اس في 7 فیرهن ان : 


2 
5 ° 58 - ۲.29۷ ب ) dsr(uv u) = o‏ 4 
ج ) 31 - 05 و دِ/ اش سوت چم 
ف ا 5ه fr‏ 

۵ عد باقن مد 


۲ - تطبیقات التحلیل الشماعی 


الترا کم آفتی > اه کاب 


ان التوابسع العددية والشماعية لهوضم . وضع والزمن معا الذ كورة في هذه 
التطسقات هي تواسم مستمرة » و فا مشتقات مستمرة من المرتمة المستخدمة فما مال 
يذكر خلاف ذلك » کا آن السطوح الموحبة المفلقة أو المفتوحسة هي السطوح التي 
عرفناها ق البحث السابى . 


١ - ١ -۳‏ تعريف المائع المثالي 


ان المائم المثالى هو وسط متصل غير مجاسك تؤول فمه القوى الداخلمة الى ضغط 
تاظمي على کل سطح مقلق موحود داخل الوسط سواء أکان المائع في وضع توازن آم 
في حر 1 . 

ان المائع المثالي غير ازج اذ في حالة الموائع اللزحء التحرکة لاتكون القوى 
الداخلية عبر مستو ( وهي قوى الاجباد ) ناظمية على هذا المستوي . 

۲-۱-۳ اطشتق الموضعي والمشتق الكلي لتابيع الموضع والزمن 

سکن نآ تابعاً عددی) المرضم والزمن معا آي آن تا ابم لشماعااوضم 
6 + ري + ؤم في لنقطء الدروسة (۶) ظ وتابم آیضا للزمن 4 - عکن 
التاسع ( ؛ , : , بر ا ) 1 أن يتغير بالنسبة للزمن باحدی الطر یقتین التالستین  :‏ 

أولا ) اذا ر كزة انتباهنا على نقطة ثابتة ۴ قان معدل تغير ۲7 بالنسية للزمن ع 


۱ + 
ھی الأو فا کر ف داب . 
e 2 ۴‏ “ 


عمدت ۸۷ سب 


بدعی معدل التفیر هذا بالتفیر الوضعي للتابسم لارتباطه بموضع معين في الفراغ . 


ثانما ) اذا ر كزنا انتماهنا على جزيئة معمنة من الوسط المتحرك بسرعة +« ( مثال 
ذلك جزيدة مائع يتحر ك بسرعة » ) فان قدمة 7 المرتيطة بالجزيئة تتفير بالنسسة 
الزمن لسمبين : أوهما أن قبمة 10 تتغير عندما تتكون الجزيئة في الموضع 2 وثانيما أن 
قيمة 1 تتغير لأن الجزيئة تنتقل الى موضم 1 خر .© . 


لدا قان التغير انسیا للزمن لقسمة 1 أنقاضة هذه الجزدئة ددعى بالتغير الكلي 


لتابم تا پالنسبة للزمن : أي وی اقا رشع ر اسب 





محسب الشتی الكلي للتابع (؛ , ۷,2 ) تا کایلی : 


0 U a U aU d aU d a U 
3۲ یم‎ E, ع ی ی‎ 
dt dt ع2‎ 8 + dy 1 8032 1 
: وعا آن‎ 
^ ^ ^ dr dx ^ dy ^ dz ~^ 
vm Vy, 1 4۲۷ +, k( = =— چا و‎ j++ س‎ k 
۶ ۳ 1 8 dt dt 2 
فان‎ 
4 1 01 2 89 بو‎ ۲ 7 20 


17 + 2= 
۱ 21 
أي اتبا خصي عبی ال العا قي السر دي ۱ 


0 


e a | 


)3.1.1( ھ2‎ 
dt 


Ê 


ان كثافة المائم م قابعة للموضم والزمن معا في النطقة الي بشغلا الائع » وا 
التعمير الرياضي لدأ حفظ الادة يودي الی معادلة الاستمر ار . 


مقلق > وهو سطح مشت في المائع المتحرك ( آن ۶ هو سطح افتراضي و لمس‌حاحز | 
مادیا کتسماً ) . إن معدل زبادة کتلة الائع التي حو ما هذا السطح النسبة لازمن هو : 


]. ل 
i) | | Hav‏ ( 

72 @ 
رالشتق هنا موضعي لان 2) عاطة بطح مشت . 


ان معدل زبادة الكتلة حب أن يساوي كتل الائم التی تمبر السطح < في وحدة 
الزمن لتدخل النطتة 4 . 


اذا كانت » هي سسرعة المائع > ویا آن الناظم 2 موجه الی خارج. النطقة » فان 
كتلة المائع التي تدخل الى المنطقة 2 عبر عنصر المساحة 5 4 في وحدة الزمن هي : 


5 4 م (ov).‏ 
ومنه فان معدل زيادة کتلة المائع بالنسمة للزمن خمن هذا السطح هو : 


(i) $ (pv).ndS=—fV.(ev)dV 
5 2 


رلك رحسب تظرية هوس لق لتق , من (3] , 3119 يقتي : 


عه 8/8 سه 


وما أن هذه العلاقة صحبحة لأجل أية منطقة یشفلها الائم فان ؛ 


م 0 
17 سس عد سه 
Oot 60‏ 


م 9 
آي ؛ 8ك [ ۷ج کب (3.1.2) 


وهی ممادله الاستمر ار * و عکن وضعپا بأشکال آخغری منها : 


له 


0 ( ۰۷ ۷ )م +۱۵ ۷۰۷ +۰3 
) ۵ 


d 


90 


وداث استخدام قاعدة نفرق جداء أو بالشكل0-(». 9 )م + 


م۵ 
چم 


ودلك باستخدام ( 3.1.1 ) . 


اذا كان المائع سائ > فانه غر قابل لانضغاط ( آي 0 -:6 مك ) ومعادلة 
الاسم ار في هدم. ایا اد هي 


V <  - 6‏ 
٤ - ١ - ۳‏ معادلة اويلر في تحريك مائم 


ER‏ المائع الذي بشغل منطقة 74 حاطة بس طح موده مغای 2 و هد | الس طح 


بتعمرك مم تمرك المائع » ويحوي دوما الجزيئات نفسها وبالتالي يحوي الكتلة 
۵ لبكن 477 عنصر الحجم في 2 فتکون کتلة المنصر 4۷ م . لتكن » سسرعة 
جزيئة المائع و لي تسارعبا ولتکن ع الوة اثارجية الطبة علی وسدة کتل الثم 
فتكون القوة الخارحمة المؤثرة على عنصر الحجم هي 1177 م ع : 
لبككن م ضغط المائع الخيط بالسطدح 5 فتكون القوة المؤثرة على عنصر المساحة 
5 غي 88 جم _ وتككون معادلة تحريك المائع هي . 


5 + - ۴۵۷ - ۵۷ ملد j‏ 
0 0( 00 
و همه ٩‏ 
dv‏ 
۷ ( ۴-۷ ) ]ات 1۷ ملد ] 
dt‏ 
2 مم 


وذلك باستخدام النظرية الثانية لتحويل تكامل سطحي الى حجمي . 


ما أن العلاقة الاغبرة صحبحة لأجل أبة منطقة يشغلها المائع فان : 


1 dv 
Be = سے‎ 
WF dt 
: وباستخدام القانون ( 1 .8.1 ) بکون‎ 
)3.1. 9 ( ۲-3 ۲ لد - و‎ +) ۰ 
0 





ان هزات العادله هي التعمير الشعاعى ba‏ ما و دی کار تة آوحد‌ها او دار ف 


محريك الائع . 
باستخدام فاعدة اشتقای تدرج الداء الداخیل اشعاعين ينتج : 


( ۷ ۸ ۲ ) بر ۷ 2 + ۷( ۲ .۷۰ )2 ( ۰۷ ۷) ۲ - ۷۶ ۲ 


y3 
[ ۷: ۰۳ سر(‎ ٩ ون چس سا‎ (VAY) 


وبتعويض هذه العلاقة في ( 2 ٠ 1١3‏ 3 ) ينتج شكل 1 خر لعادلة أويار وهو : 


1 dv y2 
3.1.3b د ل‎ mem E mme 
( ) 9 5 9 م 7 ) اراي‎ YW) 


١  #‏ ع معادلة التحريك الخاصة 

ادا کانت القوه اطخارحبه ۴ کونبة »وکو نبا هو المایم العددي الوضم تا - فان : 
F = — V U‏ (1) 

واذا كان م تايعاً للكثافة م فقط فان : 


5 1 0 
(i1) — vp = vy | 
8 8 


بتعويض ( 1 ) , (11) في (3.1.36) ينمج : 


d و‎ 
CT سا‎ e a ee f [YA ¥] 
0 2 0 1 


مت ٩۲‏ اسب 


وهذه معادلة تحربيك مائم تحت تأثير قوة خارجية كونية وضغطه تايم للككثافة 
فقط . 


۴۳ إ١‏ - ٩‏ معادلة ااطاقة 


نبين فما بلي كمف مكاملة معادلة التحرد.ك ( 4 1١‏ . 3 ) الوصول الی معادلة الطاقة 
في حالتين خاصتین : 
أولا ) التحريك غير الاعصاري 
بدعی ۷ م 9 اعصار المائع » وفي التحريك غير الاعصاري لهذا المائع يكون : 
0 > برام ؟ (i)‏ 
ف سم نقاط المائم المتحرك في منطقة بسطة الاتصال وة قان : 
4 7 - ب 
والزس 


حيث © هو تابم عددي الءوضعم/»؛ ويدعى كمون السرعة . 


یدج من العلاقا الا تنج أن : 


ره 
9 


(ii) کے‎ 7 


رت 
له 
سم 


اذ عکن ادخال کے عبر 5 لأن ؟ مؤثر اثتقاق بالنسبا لموضم فقط . 


بتعويض (1) , (11) في المعادلة (1.4 .3 ) ينتج : 


4 ه5 3 
2-2-0-0 + طذ ر ب ن) ؟ 

: 2 0 + 

بد 0097 نت 


3-3 
- 


ودالمكاملة تنش معادله ااطاقة ف اهر رت خن ءصاري هانعم وهي : 


34 7 4 . 0 
ثابث على خط - 2-2 ل + کے ر + زا | ۱8 


۵ 2 t 

الجر بان أو الاعصار 

حرث خط اریان هو منحن مرسوم ف الاقع محسث قکون السرعة + في کل نقطة 
من الائع ماسة له » وخط الاعصار هو منحن مرسوم ی الائم محمث یکون شماع 
توجبه ماسه في کل نقطة من الائم هو شماع لوحبه ۷ م 9 . 

تكون حركة مائع مستفرة عندما تکون قم جسم التوابم ف كل نقطة من المائع 
ثابئة بالنسبة للزمن » أي أن مشتقاتها الجزئية بالنسبة لمتحول + تنعدم ومنه 
ه = سد » والعادلة ( 3.1.5 ) تصمع : 

لیے ق خسم آاء الائم - سب ق زد 0 (9.1.6) 

بت کم تنس e‏ 7 : ب 

وتدعى ( 1.6 . 3 ) معادلة الطاقة في التحريك غير الاعصاري و ااستار لمانم 
وتأخذ آشکالا مختلفة منها : ۵ 

اذا كان المائع سائلاً متحانس] يتحرك تحت تأثير الجاذبية الارضمة فان م ثابتة 
و 2ج < 1 حمث 2 هو ارتفاع نقط-ة من السائل عن مستو أفقي معين و ي ثابت 


الجادبية الارضمة » والمعادلة (3.1.6 ) تصم.م على الشكل : 


3 
ثادت ق حم أغاء سانا کت ج ا 3 (i.‏ 
E‏ 5 28 هم 


ت 3 سس 


بو لمك عي ۱ 7 ه 3 ند # 1 معادلة بر دو د , ۰ 
اذا كان المائم غازاً في تغير كظم فان ادا - حيث ع هو ثابت و شي 
نسمة الخرارتين النوعمتين للغاز تمت ضغط وحجم ثابت على الترتدب © والمعادلة 


1 سس 
۱ : 7 م ۹ k +e"‏ 
هھ هه کک کد يدي ی 


ای : 


2 
ثادت نیع ا لاز مھ سس ی ن 0 ( 1-8 3 ۲ 


۲-۳ معادلة الايصال ار اری 

۳ - ۲ - ۱ قانون فورييه في الايصال الحراري 

يقال عن جسم إنه تعادلي الخواص عندما تككون خواصه الفيزيائية في أبة نقطا 
ممه من عن الدوحمه »و دقلمهمر ق دواستنا على جسمرناقل لاحرارة و تمادلی او اص. 

اذا انج موخات اطنر ارق لرعایل جسم ساخن متلفة » فمن الواضم اق الا 
سكنتقل من تقاط در حرارتها عاامة الى نقاط درحة حرارتها أقل 3 ور ند ی هسد | 

ان درجة الحرارة 9 < 1 في هذا الجسم تابعة عدديا لموضع والزمن معا . , في 
لحظة معينة يمر بنقطة 2 من الجسم سطح تعادل حراري ودوحد لدرحة الحرارة في 2 


كت :8 مب 





ان الدراسة الرياضية للايصال الحراري عبر الحسم تعتمد على فانون فوربيه الذي 

ىص آزه ف ذاة زمسة معمنة کون 8 
F=—kVT (k>0)‏ 3.7 

حيث 5 هو تدفى الهرارة في النقطة ۶ وهو شعاع منحاه مودي على سط التعمادل 
الحراري المار بالنقطه 2 وطوياته هي كية الحرارة التي تعبر وحدة مساحة هذا السطيم 
التعادلي في وحدة الزمن . بدعی ] عامل الابصال الحراري عبر الجسم في ۲ وعکن 
أن يكون ثابتا ( اذا كان الجسم متحانساً ) آو تابع) عددیا للموضع ( اذا كان الجسم 
عبر متحانس ) . ان اشارة الناقص فى القانون (2.1 . 3) تشير الى انتقال المحرارة 
من نقاط درجة حرارتها عالية الى نقاط درجة حرارتها أقل . 

م ۲ - ##و المعادلة التفاضاية للايصال الخراري 
الحجم في فان زيادة درجة الحرارة في 2 بقدار 1 4 تقابل امتصاص العنصر لكمة 


من الجرارة قدرها 1 ى ل d4‏ مc.‏ 
چ سو 1 21 7 ۴ 5" 1 2 8 
اذا کان سس هو اخفاض درحة الخرارة في 2 في وحدة الزمن فان تممة حرارة 
المادة الواقعة في المنطقة 00( تنقص في وحدة الزمن عقدار + 


(i) ۱ SE ¥ 
dt 


R2 


RR‏ ب 


ومن حپة آحری فان كمىة الحرارة الخارجة من المنطقة عبر وحدة مساحة السطع 
؟ في وحدة الزمن هي + 


MN 


n. Fuss n. CEG TT 


ودالك باستخد ام القانون ( 2.1 .3 ) ومنه فان كمرة الجرارة الي تخرج عبرال طح 
0 في وحدة الزمن هي : 


909 اي 9 ]یه 85 ۲۳1 قاط دص سر ii)‏ 
00 


وذلك باستخدام نظرية غوص في التفرى ٠‏ من تساوي (1) , (11) ينتج : 
۲( ۲ ۲۰۱۲ 1 - 4۷ خ مه 1 
0( 0( 
وبما أن هذه العلاقة صحيحة لأجل أية منطقة من الجسم فان : 


)3.2.2( a (HED 


8 


نه 
يم 


وهي المعادلة التفاضلبة للابصال الحراري الي ڪب أن تحققها درحه اخرارة 


آولا) ادا مان نتهانا فإن > رم ط ثابقة والعادلة (3.2.2) تصبح : 


٩۷ ¬‏ ص 


1 ۱7۶ مت ات سلك ( 2 8۵:2۰ 
١‏ جر k‏ «و 4۵ 
والذابت رب هل الانتثار الحراري . 


ثانا ) في الابصال الحراري المستقر عبر جسم متجانس » فان درج المحرارة 

لا تتغير بتغير الزمن و المادلة (3 .3.2 ) تصمح عی الشكل ؛ 
y3 T =0‏ 

أي أن درجة الحرارة تحقق عندئذ معادلة لابلاس . 

۳ - ۳ الكهرباء والمفناطيسية الساكئة 

ان الوحدات المستعملةهناهي الوحدات الردلية . 

۳- ۱-۳ اخقل والکون الكپرباني 

الشحن النقطية ف ار ء : 


ان القوة ۴ الق توثر ما شحنة 
تقطية ,0 موضوعة قي النقطة 0 
على شحنة نقطسد آخری ,و 
موضوعة في النقطة 2 التي تعد عن 
0 بمقدار ‏ ( الشكل ١‏ ) تعطى 
من قانون كولومب التالي : 





QQ, r 


سس کپ E‏ 


4 * ko 3 


ا ۳۳ 


مث Ê‏ هو شماع توجبه ‏ 6 و ,م هو ثادت السماحرا الک بائة فى اللاء ٠‏ 


اد الحقل الكبرائي 6 فى 2 6 
لشدنة نقطية () موضوعة في 0هو 
بالتعريف القوة التي تؤثر بها © على 
وحدة الشحن الموجمة الموضوعة في 


2 ( الشكل ؟ ) ومن قاتور::. 





كولومب ينتج أن : 

Q r 

۲ م71 4 95 (ھ ) 
وتان عتثله و 2 9 

4: ۳۳ ۳ 

فمکون : @ ۷7 ددع ( .113 
عفسقا: ؛ سم 
مهل e‏ )8( 


ويدعى © بالكون الكبر بائي للشحنة 0 في النقطة © . 


1 
مما أن > زحيث 0 عو م ) هو تابع توافقي فان © تحقق ممادلة لابلاس الا 5 
النقطة ااني توجد فيها الشحنة أي أن , 


۲۷7۶ QOD عسد‎ 0 


E سیم‎ 


باستخدام ( 1 . 3 . 3 ) والعلاقة الأخيرة ينتج أن : 
0 ح 92 ۱/۶ 7ب 2:2 ( 7 . 7 ) ساح ( 9 ۷ ).۷0 مت ۷0 
وهنه فأن : 
0 - ۶ . ۷ جت 0 - 6 ۷۶ ( 2 , 3 8 ) 


الا في النقطة التي تشغلبا الشحنة © . 


ويأخل سطع موجه مغلق ع محسط بالشحنة و يكون تدقق ع عير ع دو ؛ 





حر جاتر 
E‏ 
دش یت ےچ = 2.49 
Tn‏ 





ودلك پاستخدام الملاقة 4 ) . ولكن 5 ٩‏ 


٣۳ 


هو تكامل عو ص 


وهو مساو لازاودة اة الي ری مهأ السطح 3 من تقد 1 واخ أي :ساوي 4 


۹ 5 
رتدعی العلاقة ( 0 ) نظربة غرص ف التدفی . 
فى حال وجود عدة شحنات نقطبة : 
N )‏ 9 تج ی ر 1 ابد (i‏ © 


فان الحقل الكهربائي هذه الشحنات في النقطة ۲ التي تبعد عن الشحنة ,© بقدار 
: هي الحصلة الشعاعية للحقول الافرادية أي أن : 


ون سرچ اه 





Q;/ 4 7 ko 
o; , ) سس ي‎ 
a 


1 1 


أن تدفتى الحقلل € عبر السطح اموجه المغلق ع الحرط بالشحنات هو : 


QO; 


1 


| ۳ 2 


مس و 27 
ko .‏ ت 


1 


وان الملافتین ( 3.3.1 ) , (3.3.2) تمقمان صصحتن ق حال وحود عدهة 
شحنات إذ أن .© ؟ ‏ - 8 فیکون : 


N 
) ۲ ( 7 2 = — V @ 
1 1 سے‎ 1 


۳۳ 
| 

و ۲4۵ 1 
۳۳1 
أ 
۱ 


ودلا؛ بامتخدام ( ۸ ) , (8) آي آن العلاقة (3.3.1) صححة في هذ. 
الخحالة و بالطريقة نفسها نيرهن على صحة العلاقة ( 3.2 . 3). 


المنطةقة متصله الشحن : 


اذا كان الحقل الكمربائي اجا عن منطفة فراغة ۲ متصله الشسن ( أي أن 


سف س بیس 


العامة ) فان الشحنة الكلية © هي : 


0 - ] ۷ 
7 


وان الکون الكهربائي في اللقطة ۴ الق تمد عن عنصر امحم القدار > هو : 








5-7 ۴ خارج أم داخل النطقة المشحونة جم . ان القل الک بائی 
6 ق نقطة ۳ رشط الکرن فق هذه النقطة بالعلامة : 


8] -- ۷ 9 


سواء أكانت النقطة ۴ داخل أم خارج 0 ه. إن k‏ صر رات اس جح 
را سے ج الوسط الححوث . 


خارج المنطقة 00 کون : 
0 ع- م . ۷ ج> 0 > 4 173 


و لکن هذه العلاقة غبر صصحعة داخل النطقة الشحونة » لانه طسق نظرة 
غوص في التدفى على منطقة 2 محتواة في 2 وعاطة بسطح موجه مغلق ۸ بکون: 


1 1 ۱ 
۷ ر E.dS=—‏ 
0 سحبق 6 (1) 


مهاه زب 


1 


ومن نظرية غوص في التفرى لدينا : 


بت ۰۲ ص 


۷ / - ۰45 و 
Rk‏ 2 


من (1) , (11) سمج : 


۷ « از لح - 7۰:۷ [ 
24 4 


1 
وبما أن هذه العلاقة صحيحة لأجل أية منطقة ©) عتواة في ۸ فان : 


TT ےس‎ 
) 1 11 ( 7 


اح ل ني د زه 9). 7 دع. 9 


أي آن : 


62 ۲۷ جه ي (9۰3۰2) 


¥ |e 


وتدعی العلاقة - © 0 معادلة بواسون ومي المادلة الق حقةباالكون 


في أبة نقطة من المنطقة المشحونة . 





۱ اخلاسة | برتدط الحقل الككبر باثي والکون الكبر بائي ۵ العلاقة 


© ۲7 مع علا أنه : 





أو لا ( اذا كان الحقل ناتاً عن س نقطمة مغفر ده او سات نقاسة عد دده 


e‏ کا س 








متفرقة فان الکون الکپربائي محقی معادله لابلاس الا فی النقاط الق تشغلها الشحنات 
أما تفرق الحقل فينعدم إلا في النقاط المذ كورة . 
تسا« لیة | وراص 
نما ) اذا کان احقل ناحا عن منطاف | وتصلة الشحن فان الكون الکهر مائ . ف 


خارحپا محفتی ممادلة لابلاس » وني داخلما محقتى معادلة بواسون » آما تفری القل 
عدم ف خار حبا و تمعدم ف داخلها 


م م ب الحقل والكون المغداطيسي 


بالطريقة نفسها المتبعة في الحقل والكون الكبربائي > ينتج من قاذون كولومب 
آن القوة الق دوثر مهأ قطب مغذاطه‌سي 1 على قطب مغناطمسي آخر 1۷ ەس 
وه عقد ار A Fr‏ 


ي 


MIM, r‏ اع 


4 ۲ مدا‎ FP 
سادرم مر تیک ترایز تسیا فا اق‎ 
: ان الحقل المغناطيسي []! برتبط بالكون المعناطمسي [] بالعلاقة‎ 
) 3۰ 3۰ 3 ( ۲ < -- ۷ U 


واذا کان اقل ناتحاً عن قطب منفرد أو أقطاب مقناطسة متفرقة فان العلاقة 
التاائة صحمحة إلا في النقاط التى تشغلها الاقطاب : 


0 ۷ ۷ جه 2-0 ]۷7۶ Fa)‏ 
اول اعرا 


آما اذا كان الحقل ناا عن منطقةاومتصاة الفنطة » وادا کاذت م الکمافة الححممة 
للاقطاب المقناطسمة فيها فان العلاقة ( 354 :3( ىقى صححه 5 حارج المنطةة 
الممغنطة » أما فى داخل الماطقة فيكون : 


کڪ e‏ چ 


ع 4 7 موی سل .یه #37 ENES‏ 
۲ ۳ 
میگ م ص حا التھرزح کے ا ر 
سے 
ساق 
لیکن ع اقل الكبربائي و 4 الحفل المفناظيسي في وسط تقل /متساتس قعادلي 
الخو اص ومتصل الشحن و الكثافة الخدمدة لاشددة ولسکن ؛ الز من 5 


ان السماحمة الكور بائمة ع والنفوذية المغناط.سمة ىم والناقلية الكبريائة ٠‏ لهذا 
الوط هي و ابت موحی4 ۲ ویکون D = kE‏ التحريص الکپربائي و ۸۲ - 8 
التحريض المغناطيسي و ٠ ٤‏ - [ كثافة الشار في هذا الوسط . 
الكبر طمسي الممين بتو ابم الوضع والز من معا ۵ , ۲ , ۶ هي المعاد لات الاربعالتالمة : 


ت 1 ..ة . 3 
2 ۷ ) ( 
۲-0 . ۷ ۳1 3 
وه و لا بر با ۳ ه. »۱ 
1 0 
Ta‏ (3.4.4) 
3t‏ 


ان ممادلات مکسویل لتحع في التحريك بالحقل الكپرطسي » وعکن آن 


نستنتج منبا غراص عديدة آهپا : 


ھکل چ 


من ( 3 ۰ 4 3۰ ) دسمج : 
Ci) 0۰) ۸۷-۰۷ ۰6۱۰ ۷ )۷۰8(‏ 


والعلاقة ( 3.4.1 ) في (1) سنج : 


0 
0 


CY 


0 کے ن 
م 


e 


ان ود العلا وة ف ۳ 0 معملة داخل الو سط الشافل عمل ۳ 7 تفاضلة عادية 


مت مت 


6 وم = ت 


حدث رم هو ثابت . عندما مه ج : فان 0 + م أي أن ال ف أدة نقطلة 


واقعة داخل الوسط الناقل تتناقص الى الصفر مع مور 26 هن .مسقل عن أب 
تغيرات كبر طيسية تطرأ في الوقت نفسه » ولذا فاا نستطيع وضم 0-م في 
معظم الاحيات راظظ الوسط النا , 


ان 0 < م على سطح الوسط الناقل » لان الشحنة تنتقل من داخل الوسط الى سطحه . 
ثانا ) معادلتا اليرق والانتثار الكهرباني : 


بوضع 0 - م في المعادلة ( 1 . 4 . 3 ) ( وقد رأينا أن هذا عکن داخل الوسط 


5-5 


من ( 4 .۰ 3.4 ) سنج بأخذ دوران الطر فین آن : 


لاقم 9) شم سرعم 9)م ب (11) 


وذلك لأن ؟ لا تتعلق بالزمن . من الفقرة ( ١‏ - ه ) ينتج : 
۴ ۶ - (۰6 ۷) ۷( ۸ ۷) ۸ 9 
وباستخدام (:) یکون : 
۶ * - 0 2 (] ۸ ۷) ۸ ۷ ( 111 ) 
بنمویص ( ١ 4١3‏ 3) و (111 )في (11) تنمج المعادلة التفاضلية التي قبا 
الحقل الكموبائي وهي : 


2 ۴ a" E 
( / بل 0 بش‎ 3 


وتدعى ( 5 3١ 4١‏ ) معادلة البرى . بالطريقة نفسها نبرهن أن !ا حقق المعادلة 
نفسهاأ , 


في الحالة الخاصة التى يكاون فمها لغير الحقل الكبر طمسي نطيئاً بالنس.ة للزمن 
فانه عکن اهمال الحد الحاوي على ني العادلة (5.4.5) ودوصع - 1 في 
الناتج تككون المعادلة التفاضلية التي تحققها كثافة التيار هي : 
و سس [ سل (3.4.6) 
1 9 


مت ۷+ تس 


تدعی ( 6 .3.4 ) معادلة الانتتار الکېربائي “ وهي تشسه معادله الا بصال 
ار اري عبر حسم متجانس »© وقد حلت كثافة التمار 3 محل درحة اطر ارم ۲" . 


فالا ) الوجة الکپربائية وااوجة الفداطيسية : 


اذا كان لدينا وسط غير تاقل فان 0 -» وینتج من (3.4.5) آن : 


۰ 2 
)3.4 ۰. 7 ( VE = yk سس‎ 
0 1 


وتنتج المعادله نفسها بالنسية للحقل المفناطيسي 88 . 


ان المعادلة ( 7 . 4 . 3) هي المعادلة الموجية العامة » وتدل أن 5 . فا هي موجات 
1 
V uk‏ 


۰ 





ر في الوسط نسم عة در ها 





في الخلاء كرون مم حدم , معا , 1= وا ون حدث 6 هو سرعة الذور 
ف لاء » و تنتقل عند ااوعات الكبر بائمة والمفناطسمة فس ع € و شذه أم 
تقعطا اسان ماولانی سوت . 


2 
التعليل المقر ي 


قا ب 


۱ - العدد العقدي و التحول العقدي 
- ١والاشكال‏ اختافة للعدد العقدي 
أولا ) الشكل الجبري : 


ان العنصصر التخيلى 1 يعرف العلاقة 1 = *: واذا كان ر , × عددین حققین‌فان 


العد د العقدي 2 بشکله الجبري ) ام الدكارقي ) هو : 
۷ + كير ع 2 
وتکون من جزء حقيقي ( 2 ) 26 = × ومن جزء تخبلی ( ± ) ص1 = ر . 


ان الطويلة | : | لهذا العدد العقدي ( أو مطلقه ) هي : 


y= V Re" (2z) + Im® (z) >0‏ ب 5ج يد ك ]2 | 
اذا كانت الطودلة غير منعدمة فان السعة ( أو الطور ) (2) ع:ه طذا العسدد 
العقدي هي ۽ 


arg (Zz) = tg”? ( 2 


يحب أن نلاحظ أن السعة غير معمنة عند انعدام الطويلة » كا أنها متعددة القم 
وتعرف القممة الاساسمة للسعة بأتها : 
۶ 2 > ( <) 2۲2 > 0 
وتعتبر السعة موجبة اذا قبست في اتجاه معاكس لدوران عقارب الساعة > ومالم 
يذكر خلاف ذلك فقصد بسعة العدد العقدي القممة الاساسبة فقط »2 ويمكن أرنى 


[١١ ¬‏ سه 


تقاس السعة في هذه الحالة بالدرجات أو بالراديان » ونقتصر على قماسها بالراديان . 
ان الرافق 2 للعدد العقدي ء ينتج بتغبير اشارة المنصر التخملى أي أن : 
¥ 13 صصد. 3 0 


وینتج من هذا التمریف آن : 








55 ۳ 9 1 1 8 2 +: 
ال 7 231 2 2 
۳ ۱ 
i‏ 55 
zz2=|z|* >0 ۳‏ 
خواص و نتائج : 
= من تعر دف العخصر التخضلى ينتج أن 2 
1 ع 14 ۱  [‏ هت 12 : 1 ا = j‏ 1 = 11 


ویتکرر الامر ی هدا النوال کل آربم قوی متتالمة . 

- يتساوى عددان عقديان إذا وفقط اذا تساوى حزءا هما الحقءقمان على حدة 
وحزءا هما التخملمان على حدة نمثلا : 
x +iyJy=§—i3 = X=5‏ 


3 - ع لز 


ومن ذلك فان العده العقدي بنعدم اذا وفقط اذا انعدم كل من جزء به الحقدقي 
والتخيلي . 
تضع الاعداد المقدية بشكلبا الجبري اقواعد الجير الحقيقي شرط أن نموض 


عن 2 بالمده 1 - ومنه فار. جمع عددين عقديين 10+ 6 2 . 15+ 2 


دم سرت القاعدة 3 


مح ۱۲( مت 


)5 4+1 +(c+id)=(a+c) +1(b +d) 
a E BEI mk hE aa Cesc bl tê Le êxê] 


وحول سم اعد د ۱ ا 4 و 6 و دللك نه الصورة و . ۰ أف 
ب : چ زب ج عزاهى 


a+ib _(a+ib)l(e=id)_ 
c+id (cF+Fid)(c—id) 


(ac +bûd)} ,(bc~—ad) 
e + 3 c3 + 


عل أن حاصل قسمة عدد عقدي على الصفر عبر معرف ۱ تعمم القواعد السابقة 
في حال وود ثلاثة خاد عقد ره ۳ 0 


59 ان المعدد الحقيقي هو علد عقدي حز وه التخبلي مھدم ¢ وبالتالی فان حقل 
الاعداد الحقيقية 1 هو حقل حزئي من حقل الاعداد العقدية © . 


أما العدد التخملى فبو عدد عقدي جزوّه الحقيقي منعس دم » وبالتالي فان حقل 
الاعداد التخملمة هو آرض) حقل حزئي من 0 . 

كفراغ شعاعي معرف على حقل الاعداد الحقيقية © فانه يمكن اعتسار حقل 
الاعداد العقدية 0 بأنه الفراغ الاقلسدي ثنائي الابعماد :8 ( أي المستوي ) م 


[١5 ¬‏ ه 


مکیل العدد العقدی : 


عکن تشل المدد المقدي بر ز + - 2 باحدي الطريقتين التالمتين : 

ا التمثيل اند سي 8 عشل 
العد د 2 رنقطة وحسدءة ( ۲ , <) ۲ 
( الشكل ١‏ ) منسوبة الى عور 
علبه الاعداد القنا1 ) وحور 
مودي عله ۲ 0 بدعی احور 
التخل ( وغل عليه الاعداد 





التخبلية ) ویدعی الستوي العین ۳۳ 5 
مهد بن احورین ااستوي العقدي » الشکل ( ۱ ) 


ونرمز له بالرمز 2 . 

وبالمكس فان کل نقطة ( 7 , < ) من الستوي العقدي 2 تُثل عدداً عقدياً وحمداً 
۷ ل ×= z2‏ عندما نقتصر على القمة الاساسمة للسعة ٠‏ بنمسج من ذلك أن المر افق 2 
عثل بالتقطة ( بم ,2 ) “2 وهي نظيرة 2 بالنسية للمحور : © ( الشكل ١‏ ) . 


5 العمتسل الشماعي : 


نن الم ۲ ) ری ات 
نکن اعشار المذه ۶ سماضا دوه 


ن ونهامته النقطة ( ر,×) ۳ من 


الستوی2 , وبالعکس فسات کل 





بت |۱٤‏ س 


شماع وج من الستوي العقدي 2 عثل عدداً عقديا وحيدأ عند ما نقتصر على القبمة 
الاساسمة السعة ٠‏ 


ينتج من ذلك آزه كن عضن و طرح عددین عقدین کا تجمم وتطرح الاش 5 


ثانا ) الشكل المشاشي : 


بتبدیل الاحد این الديكارتبين 
المعلومين ( نز , > ) في “و1 + »ا - 2 
بالا داثشين القطبمين المقابلين 


( ,+ ) ( الشكل م ) ينتج أن : 
z=r ( cos ۵ + 1 810 0 ) =F cis‏ الشکل ( ۳ ) 


و ددعی هذا ااشکل بالشكل اسلي ) أو القطي ( لأعدد المقدي de z‏ او 
طویلته هي : 





TaN PF 


حدث 0 2 و آن سحته : 
 (r>®)‏ ,)ا( ag(z)=û= tg‏ 
قد أخذت بالقىمة الاساسبة أي أن : 
28 < 0< 0 


ويمكن أن تقاس و في هذه الحالة بالدرجات أو بالراديان ونقتصر على قباسها 
بالر ادیان : 


مب ۱۵( مب 


اذا آخذت جیم قم السمة فان : 
( ۶ 1 2 + 6 ) 618 ۲ حد 2 
حبت 1 هو عدد صحسح ۵ < ۲ ۱ 7 > ٩‏ > ۵ 


ودزضم 0 - عا نعود الى الحالة الساوقة الى اقتصرة فدها على القممة الاساسية لاسعة» 
وما لل يذكر خلاف ذلك فتنقتصر على القيمة الاساسية للسعة . 


z=r (cos û + isin § ) : ان مرافق العدد‎ 
Z=r (cos 0 — i sin § ) : هو العدد‎ 
۶ 2 - ومنه فان : ۵ << قم‎ 

ملاحظة : 


ان ( ل ) ' ۲8 بعطي زاويتين حصورتين بين الصفر و 3 »4 ولذا قمل تمديل 
الاحداثيات الديكارتية بالقطبية يحب تعبين الرسع الذي تقع فيه النقطة / ز + باس z2‏ 
لسن قمة ۵ القابل ؛ فلا ادا کان 1 + 1  --‏ فان 4/» -(1)1-ج: - ن لان 
النقطة تفع في الربع الاول » آما اذا کان ز - 1  -‏ 2 فان ۸ (1) 1 ج) ‏ ۵ 
لأن النقطة تقع في الربع الثالث . 

ثالث ) الشكل الاسي : 

ان علاقة اويار هي : § i sin‏ + و cos‏ 9 آم 

حمث 8 تفاس بالر ادیان ققط » ویئتج من ذلك آن العدد العقدي بشکله الثلثي 
4 واء ع - ع يكن أن يكتب بالشكل الأسي : 


لب 1 مب 


خم عدج 
وطويلته هي ؛ ۶ | 2 | 


أا عة ق أنقلاس والقيمة الاسلاسية + 


حت لا سے 
١ ) ۲ < 0 (‏ 7 > 0 > 0 
اذا آخذت جسع قم السمة فان : 
( 1 عدد صحسح , 1>0 , *2#>-8> 0) | 21681 + 9) نم وب 


و بوضع 0 < k‏ نعود الى الحالة السابقة © وهام يذكر خلاف ذلك فنقتصر على 
القسمة الأساسسة للسعة . 

آن مر افق العدد 9 ه ۶ = z‏ هو العده 6-19 ۶ 2 . 

ان الشکل الاسی هو آکثر الاشکال الثلاثة ملاءمة لتتفیذ بمض العملمات اطهرية 


و امُندسية ولتعريف ترا كب ترط بالعدد العقدي 2 ومنها : 


عشت الضصر ب و القسم_-1 : ادا كان لدونا اقداي . المقديار:_ و0 ذم وات وا , 


10م ۲ << .7 فان ۳ هو : 


( و۵ + و۵ ) 1 
۲ 6و۲ 2 و72 


أي هو عدد عقدي طویلته جداء الطویلتین وسمته محموع السعتین . وبالثل نان 


حاصل لا سوا هو + 


- التدوبر في الستوي المقدي : ادا کان لدبنا المدد المقدي ۲ نم - ۵ فان : 
Gz =r el (0 + 9 (‏ 


أي أن الشعاع الممثل للعدد 2 بدور بزاوية مقدارها ط فثلا لدی ضرب 2 بالعدد 
1 - فان الشماع الممثل للعدد العقدي في المستوي 2 يدور بزاوية قدرها > وذلك لأن 
15م  1-‏ ولدى ضر به با لعد د 1 د فان الشماع ددور دزاوية قدر ها 2 3 ودلك لان 


7 13 
2 م < 1 





وقد اقتصرن هنا على القمة الأساسمة للسعة في کل حالة . 


- لغاريتم العدد السالب والعدد المقدي : اذا كان عا عدداً صحبح] فان لفاری 
المدد السالب جح ( حيث 0  <‏ ) هو : 


i(r + 2k «f 


lina [| —a] = ln [ae 'i-ea+ils idk) 


أي أنه عدد عقدي متعدد القم » وتعرف قممته الاساسمة بأنها القممة النائحة من 
وضع 0 - عا ونقتصر على القيمة الاساسية مالم يذكر خلاق ذلك . 
ان لغاريتم العد د العقدي 2 هو : 


OFF)‏ و روز سر با 


( 21 ل )1+ ۲ 18 -ه 
أي أنه عدد عقدي متعده القم » وتعرف قبمته الاساسية بأنها القسمة الناتحة من 
وضع 0 - عا ونقتصر عليها ما م يذ كر خلاف ذلك . 


اوفع لیل د عقدى الى وة اة 7 ادا e kË‏ س وکان M‏ 


عدداً صحمحا فمنتج من نظرية دو موافر أل :- 


¬ ۸( س 


i(0+2kr),M _ M i(Mo+M2k r) 


وای چ 


1 
M 1 ۷ ۵ 
=F © 


أي آن اتج رفع 7 ای القوه اأص حة M‏ هو عدد عقي و حمد القدمة ۰ 


ولكن لدى رفع الى القوة الحقيقية العادية 2/1/1 ( حبث ۸1 هو عدد صحسح 


و N‏ هو عل د صعب مو حدس و دو حول نومأ عامل مشترك ( فان 2 


M M M ., M M 
س سىس‎ 1) — 0 + —2 7 ( 
و‎ 5 N N 


أ أ ٠‏ النالج هو ع د عدي هل القم و #صل علا واعطاء 5 القم 


يي 
4 مقدار ۷ وق الال 





2 , 1 , 0 للحصول على 8 فقس ناه 


1 


الخاصة 1 = 51 محصل على الجذور الذونمة للعدد 2 . 


یذ کر لاف دلك . 


4 
5 زرافم عد د عقدي ۷ وو ه عقد ده ادا کان ر 1 e 3F‏ جد چ عدوا عقدیا قاش 


رفع 4 الى الةو ةي هو بالتعر دف 


8 . ۱ ۶ ۸ ۰ 3 
دععو دص ( ۲ 6 2 + 8 ديس 5 قا تير : 


6 THe TRI IME ٩ 89 عه‎ 2 6 80 [7 


م 138 عد 





[ 2+ ) ره +۲ عایه ] 1+ [( 9+21 ) یه - هط » لل _ 


أي أن "قي هر عدد عقدی متعدد القم » وثعرف قدمته الاصاسنة یا القسمة 


الناتحة من وضع 0 ع عا ونقتصر عليها مالم يذكر خلاف ذلك . 





| الخلاسة ان الملاقة بين الأشكال القلاثة للمد: المقدي و هي : 
ام اس و م سول اس 2 
حمث الطو بل هي : 0< 7۶ + * يه - ۲ < | 2 | 


والسعة ۱ عندما 0 < م ) هي : 


رل )ها وح (2) وهعه 


xX 


وما ل بذ کر خلاف ذاك » فتوّخد السمة بالقممة الاساسبة 272 4 و > ۵ وتقاس 


السعة دوم بالر ادیان . 
۱- ۲ خواص طویلات الاعداد العقدية 


من العار دف الى اور نها 6 ومن مسل ا(مدد العقدي ف المستوي ۳ شهج علاقایت 
ومتراعحات عدیدة تروط بين طویلات الاعداد العقدية و افندسة الستوية واهپاه 


أولا ) بما أن : ( 2) خصا +( ) تعط ۶ - | 2 | 
فان : Re(z) | 2 | < Im (z)‏ < |2 | 


ا دہا ( من دعر دیف اعد د العقدي ومر افقه دمم 


مت ۱۲۶ مت 


- 
| 2 |۱۶ | , 


*| ]| ع 2ه 


زا( ) من صرب العدديين العقد بين 0 8 Ek‏ 0 5 حرج مج : 


|| ۰ 2۱| 2 ]و2 ۰ 2 | 


و هذه الشیاة کن مما للحصول على : 


om" | |‏ )و |۱9 | فا ۵ E a‏ بت 

رایماً ) من کل المدد 
العقديين ,2 , ,و ومجوعمما 
( الشكل ؛ ) » ومن التراححات 


التي تحققها أضلاع مثاث ينتج : 


|2, + >] 2۶۱ 





و هده النشحة عکن تعمسمما 


ای || [ يه [ 4[ منوا بوم يه هيه أ 


سا 1 مق سل العد دین 2 ١‏ 


المقددين و2 , ,2 وفرقهما پاش 1 
( الكل ه ) ومن خواص قلق 


: ينتج‎ 
TS 


< || - |2| <| - و | 





حدث | ,2 س و2 | هو المعد دين ۱ الشکل ) e‏ 


النقطتن ,2 , ره . - ۱۳۹ 03 


۱ - ۳ التحول العقدی 
ادا کان 2 قا ما من وعة اسآ عقد با فنقول ان 2 متحول عقدی و کون : 
e1 0‏ ۲ جح و13 لل زر ده 


حيث لا , ذا آو ۵  ,‏ ها متحولان حقنقنان مستقلان وتعرف طوللة وسعة 


التحول العقدي کا عرفت ف العدد العقدي : 


يما أن ع ۳ هند سا شقطة ف الستوي العقدی 7 فانلعار دف و خو اص‌انمحموعات 
النقطمة في 7 هي التعاريف واغنو اص نفسها الى درسناها في المستوي احق ةي "و نخص 
الذ کر اموار ۵ والاطاق 2 بأنواعه والمنطقة 2 بأنواعبا . 


ان تموعة النقاط ‏ الحققة اساواء مفروضدة غثل عنسن ف الستوی العقدی 7 اسا 
ام.ء عة احققة لتراجحه مفروضة فتمثل بنطای ف هذا الستوي » و ادا شعل التراجح 
حالة الساو اة فتمثل عنطقه . فثلا 4 - |2 | تثل في 7 بدائرة مر كزها مسدأ 
ثبات رنصف قطرها الواحد آما 1 > | 2| فتمثل بالنطاق الداثري الوّاف من 
النقاط الواقعة داخغل الداثرة السادقة » سنا 1 >> | 2 | تثل بالمنطقة الدائرية المخاطصة 
الداكية الك خورة , ۵ 


مت ۲۲( به 


) ١ ( أممتلة‎ 


مثال ۱-۱-۱ بسط الترکیب العقدی سب 9 2 
# 


واضعا الجو اب بالشکل الجبری والمتلتي و الاسي ٠‏ 
الحسل ۰ 


2 


اش ۲1۳ ا کے چ 0 الى 5 و ا 
/ پا A‏ 
وهو الشکل الجبری ۰ 


ان طویلته هي , 4-243 = 9ع 9 EV‏ ۳ د 1 2 | 
وسعته بالراديان هي : 5.1498 = (1-) وا = © = (£) ۵۷9 


و دلك لان الق لنقطة نقع في الربم الر ابع من آلمسنوی العقدی . 
ان الشكل المثلثي للعدد المفروض هوم و ,/.2 اس ل ب e‏ 


5+8 ا 
وشکده الاسي سی : € I‏ 


فقشال ت اسب الجاوی الحقنیبیلا للهون 4453$ =2 
التخسل : 
بالتحويل الى الشكل الاسي واخذ جميع قيم السعة يكون - 


Û (kd بل‎ RTT ) 





1 #8 ند ۱ ۱ € 2 2:10 عد .7 
مسحییح 
من نظرية دو موافر بنتج 
kT) (o. 6+ ART)‏ ا 1/9 و 
6 1.168 - © )3.162( =4 


= ۱۲ ب 


بوضع 2 ,0,1 - ۸ على الترتيب تشنتج الجذور التكعيبية الثلاثة .۰ 


266 و از 0 ۵ 
e 1.168 >‏ 1.168 


2 


6 ابا ) 


1.468 e 
۸ )2+( مشال ۲-۱-۱ اوجد قيمة‎ 


الحل .: 


بتقویبل آلغدد العدای 2421 ہے 2 قلی, آلقگل الاسی منت 


كرت ا 
Z = 2.236 €‏ 


با6با.0 ا + 2.236 hh‏ - 2 6 


با اب 0.805 ب 
محال حه اوم لاي 


5 (1-i) r (1+) ٠ الحسل‎ 
Mal س‎ € 


(1Ù) n (1-1 PE 


= 
س 


e 4L 0۰785)‏ ای 


س 


0-19 با + 7.737 
2 


| 


9 ۵ 317 
و &€ بسح 


- 3.099 عمع)‎ 0.139 4 ÜSin 0.1439) = 2.805 1-27 


مس ۲٤‏ مس 


مشال ۱-۲-۱ عين في المستوی العقدی المجموعات النقطية التالية ۰ 
( 2 = چا 8 ۲-68 بت 2/ 
gy REI © (û hl 3o2‏ |2-1/ 
) بتعویض 2 و 2 بشکلهما الجبری پنتج ۰ 


Ea EY‏ ع ليم تيه 
ومنه ٠‏ 0 = 4ن 
وهي معادلة المحور الحقيقي ٠‏ 

ب ) ان النقطة < تتحول بحيث يبقى بعدها عن النقطة 
الثابتة اس یب ا مسباویبا لمقد ار شابت 5 ولذا فان > 
تقع على محيط داثرة مركزهاالنفقطة وم ونصف قطرها 5 ٠.‏ 
وبدلا من هذه الطريقة الهندسية يمكن حل المثال تحلبلبا 


بوضع 8 ۱۷۵ + ده = Zz‏ 


اس ني ع FF‏ 285و » a=]‏ 


۰ ے2 
ساك 5 = رو + + (-ع) 


وهي معادلة داكرة في المستوى 2 مركزها النقطة (2- و1) 


ونصف قطرها 5 .۰ 


ب ۲۵ ب 


ج ) يما ان Rea‏ : 7 عد( رو عور ل 
هن ۵ 2 7 7 
کت و مسر ا 43 
وهو الثمن الثاني ا ی جم 
عت 
هن اللوي اتجفندت اس 
ر 
و وقد وا تسا r.‏ سس سيم سي سس س س سے س س 2 
النطاق الناتج في 
الشگل المر‌افق ۰ 


د ( بوضح 5 لا اپ < 3 يشت 


ای ان . 8ش 9 بر “ب بجعم ۷ 


۰ 







۱ 8 2 > 
و متسه فان ند لس 7 9-6 ۲ ع ا ل ا ےب 
۰ (2-*)2 2 لا 


ظللت المنطقة الناتجة فى الشكل المر افيق ۰ 


]5[ سمه 


) ١ ( مسائل‎ 


لین 1 
3 | بتتظ. لخر كيب . + 3_ وافعا الجو اب بالشکل الجبری 
( 77/4 مب 2 ۷ 
و المتلتي و الاسي 2 
2باا 


اس م 6 = (€5)0.142 3.536 = 0.5 4i‏ 3.5 


۲ ) بسط الشركيبين التاليين واضعا الجواب بالشكل الجبرى . 





5 ) عد 8 ص5 اع عدع کم ت )1_1 
32 5 جوم 3 6 2 3/ 
الجواب ۾ 
5 ) عد 5 مأك ا + Cos 5x‏ ب ) ME‏ 
٠ |‏ 13 
۳ ) اذا كان . را -2 )( 1-47 =£ فاحسب ٠»‏ 

0 18 8 له از * ٠‏ 
;#2 ر (8) م2 , اچ و 2 9 
اجو ابم .: alle xr. lst‏ 

OE. 169 
٠ برهن ان‎ ) 5 





- كلد - لتخم هر 


سس 
n ۳‏ و se‏ 5 
ه - اوجد الجذور الخمسة للمعادلة ٠.‏ 41 - 2 ومثل اجوبتك. 


الجو اب ۰ 9/5 ۰67/5 5 027/5 
۴ 8 سنن € مه بر 


2 
1 ) اوجد الجذور التکعيبیة للعدد 1.2 - 1.6 


الجو اب ع« 2.268 | - 9324-237 .اد 8 باون ب و 00 2 ,7 1 سند :3023 2700 س 


5 ب‎ 2 se 
٠ حل المعادلة ع 1 4 7 3 ف ومتل الاحوبة‎ ( ۷ 
1 + 3 الخواب : 3ب‎ 
و‎ : 
2 7 


z= 2 + ۷ | حيث‎ 


الجو اب ۰ ار 8 18 بر 9 | 7 (ه وه) 


ا ( احسب قيم التراكيب التالية ۰ 


f (1t) ) ب‎ 4 05 -1( 1 


kl ) د‎ 0+6 ( ) + 


= ۱۲۸ هس 


الجواب . 
) 5.760 ا 0.693 ب) 13.142 4 386./ 


+ ) 0.156 ]م 09.133 د( 111.32 
۱۰ ( ان احد اشیسات رووس مثلت هي ۰ 


ia TEE ور‎ shal بو‎ =8 


3 
برهن انه متساوی الساقیین واحسب اطوال اضلاعه ۰ 
الجواب ٠‏ 8 و اس 3 


لوا 
) اذا كان بي عددا عقديا معلوما فمثل التر اکیب التالية ٠‏ 


عم 
موب 


24 و - و لیم an‏ 


ص 
۲ ) عين في المستوی العقدى 7۶ المجموعات النقطية التالية ٠‏ 


f‏ ® |2-1| > 4 ب ) 0= E)‏ وم 
2-2-4 , نوی ۱2 
و 21 ۲۰ 2 |7-2| 


ه ) با-|2مع||2-2| و( 16 > |z+3|+|2-3|‏ 


مسب (۲٩‏ سب 


الاجوية ٠‏ 
1 ) منطقة بشكل حلقة دائرية مركزها النقطة ) ونعفا قطريها 


5 13 


ب ) المستقيم, التووهل ينين المقطدين 2 ود < 


ج ) المحور التخيلي ٠‏ , 
د ) النطاق الواقع داخل الدائرة التي مركزها النقطئة 


( © وبا.به) ونصف قطرها 3.6 ٠‏ 
ر2 
ه ) منحني اللمنسکات © 2 وم 8 - ۲ ۰ 


2 4 
و ) المنطقة المحاطة بالقطع الناقص 4 وت ۱ 


ب ۱۳ مت 


۲ - التو ابسم العقدية و اشتقاقها 

۲ - ۱ التابع المقدي 

تعريفه : 

ادا کان : ( 2 ) ۶ < ۷ : 0 ج 0 ١‏ 4 ب 
فان ۷ تابم عقدي للمتحول العقدي المستقل 2 . 

ينتج من ذلك أن : 


0. 0 


۱ 


1 ۱ 1 ۱ 
6 ۲ « ۷ 1 + 1 << 2 © م - 7 1 + 1 « 1۷۷ 


۵ 


حيث (8,+)- (([«, *) نقطلة من المستوي 2 





(2.1.2) 
و©, أو «,ت هما تابعان حققمان لل:ولين المقبقين 


المستقلين ث , + أو نا , »ا . 


۱ 


أي أن ( 2 ) ؟ ‏ ۷ هو تطبیق محموعة ذقطية مفتوحة من‌الستوي‌المقدي 2 (أي 


, ) 1 7 


ان التعريف ( 2 .1 .2 ) هو أع ما تاج المه في الاشتقاق » وسنر كزقدر الامكان 
على التعريف ) 2 ( دغمة اماد اسر وط الو احب توفرها ف التابع العقدي 
(2 )؟ ع ۷" لكي تطبى عليه الطرى المستخدمة في التابم الحقيقي لمتحول حقىقي . 


ادا ارتہطات قممة لول عقدي 2 بقسمتن او أ کثر حول عقدي © ۷ 


ب ١۳ا‏ 


فنقول ان علاقة الارتىاط تعطي ور عن أو أكثر “> ودەتەر کل فرع تادماً عقددا 0 دقدُه ر 
على أ حد الفر و ع و نهر قه بأنه الفر ع الاساسي ۲ لتایع ( 2 ت ۷۷ ٠‏ 


اذا كان ( 2 ) ؟ = س تهابلا فان الصورة المکستة ( س )1" z=‏ وحمدة وه 
التابم العکسي للتابع المفروض . 
أما اذا كان ( 2 )۶ » تابعاً غامراً فان الصورة المکسبة تعطي ا 


وا على فرع و احد نهر فه ره الفر ع الاساسي لنحصل على المابم المکسي 
(Ww)‏ ۰ 2 2 للتایع الفر وض . 


ي 


؟ -؟ اشتقاق التا یسم العتهقدي 


مهاية التابع واستمراره 2 


ان التابم ) 2 ( W = f‏ دسممي ل القممة احدو ده رآ عندما مسي 7 الى 7 عل اي 
منحى في جوار ,: اذا كان (2 )؟ معرفا في هذا الجوار أو معرفاً في الجوار يعد 
حذف النقطة ,2 منه » ولاجل أية قبمة معلومة 0 < 5 آمکن انحاد قمة ۵ < ء حسث 


يكون : 


| )كر عندما 0 کید‎ L< 
lim f(z) = L : ونرمز مذا التناهي بالرمز‎ 
2 ج‎ 2 


ان هذا التعر ف لا دتطرق الى قيمة ( 2 ) ۴ في النقطة وه وق امالة العام1 فان 
( < ) ۴ ا ولکن اذا کان : 
¬ ۱۳۲ بت 


( م2 ) ۶ع< ( 2 ) ۶ lim‏ 


7 ج 7 


فتقول ان التابیم مستمر في النقطة مه ویکون التابع مستمراً في نطاق ‏ اذا 
کان مستمرا فی کل نقطة من هذا النطای, , 


من هذه التغاريف ينتج أن نظريات النهايات والاستمرار المطبقة في التحليل 
احقدقي تمقی صیحر 1 ف التحامل العقدي ا قمه تماعد التابسع الى اللا نما رة ٩‏ 


اجا بسح القابل لالاشتقاق : 


اذا كان التایع معر فا في نطاق 7 فنقول انه قابل للاشتقاق في النقطة /) © 2 
ادا كانت النباية : 


AÛ ۷ 


lim = 0 
Az >0 ۸ 7 A z0 





١‏ لف 


مدة و حدودة أيا كان النحی الدي تنتبي عليه 2 ك الى الصفر > وفىي هذه اخالة 






2 
رهق لمشدق ١‏ 
اعت 2 )8( "۶ الست 
02 17 


وتعرف المشتقات الاعلى هرتية بالطريقة نفسها ونرمز للمشتق من المرتة © بالرهز : 


dP w a aj da f 


d zr 1 هع‎ 








نستنتج من هذا التمریف آن التابم مستمر في النقطة 02 2 (والا لا انتهت 
Aw‏ 
2 ۸۵ 
غبر کاف لکي بکون قابلا للاشتقای قمپا . 


ا 





الى نهاية وحيدة ومحدودة ) ولکن استمرار التاببم في النقطه شرط 


مت ۳۲( مب 





۲ - ۳ التابسم القحايلي 
ذعر یفه : 


اذا كان التابسع ( z‏ ) ۴ = ۷ قابلا للاستقای ف کل نقطة من نطاق 7 فنقول أنه 
قاسم تحليلى في هذا النطاق . 

يكون التايم #ليليا في نقطة 2 اذا كانت > نقطة داخلية من نطاق يكون فنه 
( 2 ) ۴ حلیلباً » ویکون التابع تحليليا على منحن '1 اذا كان تحاملما في كل نقطة منه. 


يكون التابع تحليلياً في منطقة 27 - ©) اذا كان تحلملماً ی النطتاقی 2 وعلى 


#شم‌طان اللازدان اكي یکون التابسم تحلیلیاً في نطاق : 


اذا كان التايسم ( ار ۶ ) 17 حل (نزة ,#3 ) جاع (2 )1 عس بن تحلملما في نطاق 


۳ 0 u 0 dV dV 
ساد‎ e و ا‎ EEN ام ان‎ 
LEL DLE JE 0 5 dy 2 فيازم‎ 7 


Uu dv d U 2 ۷‏ 0 . 5 
نک و هل تاه تست اذاي كه نقطة می © . 
dy ۷ 2 9 ۳ :‏ مه ۳ ق 


البر‌مان + عا آن ( 2 )۶  -‏ قابل للاشتقاق في کل نقطة 7 ء 2 فان النسسة 
Û Ww ]) + ۵ 7(- ]) 7 (‏ 1 .- - 6 ۰ 
Az K5‏ ي لی نہار ی یت وده اد 


المذيحى الدي تمي عليه 1۷ + ۲ ۵ عد 7 ۸ الى الصفر 


باغذ « ۸ حلنقة آی ۷ ۸ = 2 ۸ فان النستهة : 


راوس زر ارو ( ۶,۷ ) لا - ( ۷ ۷ ۸ + ۶ ) تا 
A x A x‏ 


مت 6 ۳ سب 


تحب آن تنتپي الی نهاية وحمدة ومحدودة عندما 0 ج × 4 ومنه فان ااشثقن 


له 
4 


0 1 ۰ ۰ 
o 3‏ وب ان يكونا عو ددن والنهاية 2 هده االه کون : 


u 
4 


۳ 


0 .9 
dw 5 بر‎ ۷ 


مت ص یت ا ae‏ = 


d z ۵ × 3 





(3.قاية) 
أما اذا أخذنا 2 4 تخملمة أى بخ 1 - 2 4 فان النسمة : 


1 ركه TOES EAN ١‏ ود )¥ قحك بورع 1 


1 ۵ ۲۷ 1 ۸ 7۲ 
۲) ۷ + ۵ ۷( ۲۷), ( -_ ۲ ) ۷ ,۷ + ۵۱۷ ( - نا‎ ) , ۷ ( 
Ay ۵ y 


يحب أن مېي الى نمابة وحمده ومحدودة عندما 0 حب ۸ ومنه فان الشتقن 
١ dv d u‏ &# . ۳ 
e”. 5 ۷‏ 37 ت ۰ ف وه 3 ۰ 


د مسد ی پم 1 2 ۲:25 


. 
|| 
۳ 

7 
نو 
| 
1 

ره 
> | 


نه 
2 
به 
2 
ره 
_- 
2 


ملا حظلة : 


بتبديل الاحداثيين ( ير , » ) بالاحداثيين ( و ١,‏ ) ينتج أن الشكل القطيلمعاداتي 
كوشي رفن هو و 


= ۳60( تس 


0 
0 


له 
© 


1 du 0 37 
9 mu ms يم ا ات‎ 
۳ 


0 8 d r 


4 


1 
r 


ره 
حت 


1 


الشعروط امكافية لكي یکون الدابع تحلیلیا 5 نطاق ِ 


لكي يككون التاسع ( رز ) 1۲ ( w= ۴)2( =u) x,y‏ tلىلسا‏ ف 
دیا وي أل م هر ی و ۵ 956 , یبد نت 
طاق 2 بکفي آن تکون الشتقات لواحت واس و سد موجودة ومستمرة 





و قى ممادلي كو شي | رعن : 


به 
ع 
ند 
- 
ره 
8 
ته 
< 


۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
1 


نه 
۳ 
ره 
م 
له 
ام 
له 
۳ 


في کل نقطة من (7) . 


( يم برهان هذه النظر بة پاستخد ام نظر بة القممة ااوسطی لتابع لبحو لن ةمق من 
مستقلمين » وبالاعهاد على الشروط اللازمة ) . 


ملا حظارس : 


8 لا ) ان لم تتحفق الشروط الكافية الثلاثة في نطاق 272 فالتابم غبر تحليلى في 


هذا النطاى وتوجد توابم عقدية لا تحقق هذه الشروط في أي نطاقمن المستوى 2 . 


ان الاسم تحلملى داز سا 85 


؟ - 4 الواص التفاضلية لاتابع التحليلي 
أ لا ) الو اعد التفاضلية : 


ادا کان ( 2 ) ۶ - ۷ تحلملما في نطاق 72 فدتم احاد مشتقه الاول ( ووالتای 


= 1 ۳ مس 


تفاصله الاول ) باستخدام القواعد المطرقة على التايم الحقيقي أتحو ل حقسقي » اذ افا 
قد استخدمذا تعر یف التایسع المقد ي‌القابل للاستقاق التعر بف ااطمق‌عی التابم اطقمقي . 


ويمكن تعمم هذه النشضحة على ... , ( 2 ) ۴ , ( 2 ) “+ اذا كانت المشتقات بدورها 
التحليلية الاخرى » وينتج من ذلك أنه يمكان تطبيى قاعدة لوبمتال على التوابع 
المحلملة . 


تانسا ) علاقعه ععادلة لابلاس : 


ادا كان +1 + =u‏ ( 2 ) 1 ع تن تحاملءا في نطاق (7) مج من استقای معادلي 


كو شي ت رمن آن : 








22 02 v ١ 02 ۲ FY 
dydx ۷۴ 2 ۷ 21 


وادا کانت ااشتقات الثانىة مستمرة فان ترتس الاشتهاق. لا أمية له » و نج من 
جج ب ی ۳ - 8 نت 


صح سے 


ذلك أن :+ 
¥ ۷ *2 
4ج سس ت 
۷ 0 ۷ 2 
û 3" ۲۲ ۱ ۱ 5‏ 32 
وبالطريقة نقسها نبرهن آن : ا م 


ومنه فان از مین احقدقي والتخلی لاتایم التحللی محققان في / معادلة لابلای 
الستویة . 


يدعى الجزءا ن المقرقى والتخملى لتابع تحلیی ی نطاى بالتابعين المترافقين في هذا 
النطاق > وقد برهنا أنهما توافقمان . 


1 





عکن اعحاد آأحد التایعین التر افقین ( مضاف الیه ثابت اختباري ) اذا عل الآخر 
تالا ) وجود واستهرار المشتقات المتتالية : 


لکن ( 72 )<< ۱۷ ۳ تجا ٤‏ منطقة سبط الأقمال 7 ۵ . سنيرهن 
لدى دراسة صب كوشي الشكاملمة أنه توجد للتاسع مشتقات من أية مرتية كانت فى 
النطاق 72 وءا أن وجود الشتق من الرتبة « يقتضى استمرار المشدى من المرشة 1- م 
فهمسم اماف هو حو ده و مسمر ه 5 
۱ 
خسن أذ تلاح آن هذه الخاصة لا تنطتى عی التاسم اطقمقي حول حقسقی . 


۲ - 6 التابسم العحلياي والئقاط الشاذة 


ان التابع التحلملي ( 2 ) ۴ = س في نطاق محدد 2 هو تابع قابل للاشتقاق في کل 
نقطة من 72 وسنمثل دلك بتطامل النطاق کا نی الشکل ( ١‏ ) . ولكن عكن أ 
برد ف هدا الاطاق عدد محدود من النقاط برد , ... ,ید ر ره یکون فا التابسع غیر 
تحلییی » وتسمی بالنقاط الشادة لتایسم > وقي هذه حالة تقول إن (2 ) ۴ = س كلمي 


في الطای 0 باستثناء السقاط الشادة پره , ... , یو , رد وسنمثل‌ذلك 6 فىالشكل زم). 


۷ 4 








ا 
ا 


جر 


یت 








الشکل ( ۱ ) 


مت ۱۲ اسب 


اذا كان 2 نطاء) غير عد د فمکن أن کون عدد النقاط الشادة غير محدود. 
ان تعمين النقاط الشاده لتابم مفروض في نطاق مفر وض يتم بتهسین النقاط الق کون 
فيها التاسع غير معرف أو غير مستمر أو غير قابل للاشتقاق » وس درس في محث 
اس الق اع النقاط الشاذة ونقتصر في دراستنا على النقاط الشاذةغير الو اقعة في اللانهاية. 

النقطة العادية : ادا كانت ه  -‏ نقطة عير ساده ؛ وأمكن احاد عدد 0 < ظ 
بحمث لا تحوي الدائرة 6 > 1ه - : | الواقعة في ) على أية نقطة شاذة » فتفول اری 
۾ - 2 هي نقطا عادیة للتايع ( 2 ) ۴ = س في النطاق 2 5 

۲ - + دراسة التوابع المقدية الابتدانية 

ان التوابع التالبة مع التوايع التي تنتج عنها بعدد حدود من العملمات الجبرية 
تدعى التوابع العقدية الابتدائية . 

سنعين في كل حالة النطاق الذي يكون فبه التابم تحللاً » كا سنعين نقاطضه 
الشادة ( ان وجدت ) » علماً أننا نشت التابع التحليلى كا نشةق التابيمع الحقيقي 
المائل له . 

ا ) تابع كشير الحدود من الدر جة 71 : 

و شکله المام هو : 


۷۷ عد ( 2 ) سس‎ YS RE A, EA, EE oF he. E Ay 2 
n =0 


تنگ م , ... , 4 هي ثوابت عقدية و ١‏ هو عدد صحسح موحب 


بوضع 0 أه ۽ = = ولأجل 0 عو م ينتج : 


ك ۷ 1 س 


| ام مر ے ۲2 
أى : ۵ ۲ 81۲ ۲۶ =r" cos n 4 + i‏ ۷ 1 + ولا 
ومنه : ۸ 8 518 ۲۳ - و۷ 5 6 م قمع 2ج ع Un‏ 


ان المشتققات الاريعة الاوی للحز ء ین احقمقي Un‏ والتخملي Vn‏ مو حوده وهستمر 6 
و حقی معاداي كوشي - رعن دوما 6 اد آن : 





Uu 1 ۷‏ 2 
راد سم ع و مون چچ ے 3 
6 2 ۲ أن 
du ۱ 0 17‏ 1 
کے سد به قاور وزو ! اللي ني ب عن تسسات 
r 6 0‏ 


فسکون کل حول 2 بش تحلیلا دو ما 6 3 أن م ثادت ویکون کنو للشب دق 
حلملا دو ما 5 


ثانا ( الأ بسع اچحبري الکهر ي المادي : 


IRS ۰ 
W = f(z) TY وشكله العام ؛‎ 


حمث ( 2) ظ , (2) ع ها كيرا حدود لا دوجد ینیما عامل مشقرگ . ما آنسه 
نسبة كثيري حدود فان هذا التابع تحللي في المستوي 2 استشناه اللقاط السّادة 
المقايلة لقم 2 الي تعدم امحرج وعددها سای لدر ح احرج 

الما ) العابع الجذري : 

و شکله العام : ء: 1/Nے‏ = Ww‏ 


حمث N‏ هو عدد صحبح موحب وهو الفرع الاساسي : 


سب [5٠‏ له 


21/٩ - ظ/۱‎ gi(0/N) و‎ (r>0 , 0>2( 


لتر كيب متعدد الام التالی : 





1 e 
م لا م‎ N N 9 ] 16 يواح الى مدرو قي نه‎ 
ان الفرع الاساسي .عرف فى 2 ْ + لا‎ 


وعلى الزاوية : 


17 2 > 0 که 0 





وهذا معناه آننا أقمنا اسا 


لا يمكن عبوره في المستوي 2 وهذا ۱ 
امحاحز هو <0 ( الشكل ۶ ) . الشکل ( م ) 


بدعی هذا احاحز عستم التفرع » وتدعى النقطة 0 دنقطة التفرع ونج هذه النقطة 
هن و صم 0 سج . 


من التعريف ينتج أن : 


۱ 1 1 1 
سل نی F e N ww Higa TF oT‏ بويج أ بن ws‏ 
N N‏ 
أي آن ؛ 
1 1 
مك ولد الل عد ب : سل au‏ 
N N‏ 


مد [5[ س 


ان الشتقات الاريعة الاولی للحزءن القسقی والتخلی هی : 


له 
۳۹ 
۱ 
]2 
]2 
نه ره 
ع أ حه 


1 
ی‎ 2277 
N 


به 
2 


١م‎ 


۵ 1 
۲ COS س لل‎ 
N N 


3 
rN وو‎ e 
N 


نه 
ا 
م | 2 
ل 
به 


e 


e. 


Û 
3 8111 سسب‎ 
N 


نه 
هه 
ب |2 
ل 
<تكه 


5-5 
N 


وف نطای تعر دف التایسم تکون ۳ الشتقات مو حو ده و مستمره 4 ونحقق 


مهاد لي کو شي رگن ٩‏ 


2 
مر 
ر۹ 
2 
نه 
ت 


d d 


ك 


۱ 
۱ 
۱ 
| 
۱ 
۱ 
۱ 


39 1 
E 


نه 
6< 
9 
حت 
و 
ره 
زع 
ل 
pey‏ 


فا لتایم الجذري تحاملى 5 المستوي 7 الذي حذف منه ۷ 0 . 
ملا حظة : 


فدلا هن وف هسمقم التفرع 






× © من المستوي 2 بفضل فى بعض 
حالات التكامل العقدي ذف جت << <= 
لحني ۲ این في الشكل ( 4 ) 
وامزآن الستقمان رما ماهدین 9 


للتوضح فقط » وها في الواقم ا“ | 
منطیقان , شکل ( ۱ ) 
في هذه االه بتغیر تعريف الفر ع الأساسي ويصبح مجال قم 6 هو : 


ب 15[ مس 


7 2 ک ۵ > 0 
انموي 
وعلى الجزء المستقي/ من ۲ تقترب ۵ من الصفر بقم متناقصة فقط أما على الجزء 


الستقم السفلى من ۲ فان ۵ تقترب من ۶ 2 بقمم منز ابدة فقط . 
نتيجة : أن التاييع الجذري العام 1/51[ ( 2 ) ع ] >« حيث (2 ) ع کثر حرود ورد 


© . 1 ۰ 1 
. ][ تست ax TEES‏ ت 
هو الفرع الاساسي م ا م- ازریم التر کم متعدد القمم : 





1 گ1‎ FEL 
ىم لم‎ N N : (k=0,1,-.,N—1) 


o<arg[g (2)]=« <27 , fg (z)]= A > 0 حنث‎ 


في المستوي 2 الذي حذفتمنه مستقمات التفر ع يكون التابع ٠‏ تحليلم] باستثناء 


النقاط الشاذة للتايع ( 2 ) ع (dle‏ د > لا 
أن قاط التفرع تنتج من وضم ۳ 
۵ - (2) ع وأن مستقمات التفرع 
هي مستقمات تنطلی من کل نقطة 
تفرع الى 1 خر الستوي العقدي ۱ ۱ 
مرتعدة عن النقطة © . ان الشكل 5 و .| 
١ (‏ ) بين طريقة التمشيل في نفطتی ‏ و لل 
التفرع ز 7 = 2 لاتابع : 5 
5[ خخ ع حي لشکل ( ه ) 


ب ۱6۳ ات 


مع العلم أن 1 - 2 هي النقطة الشاذة الوحيدة للتابم ۷" في الستوي المقدي الذي 
حذف منه مستقما التفرع 


( رصا + رون ) 6# ع( 5171م ت و ب 


ومنه فان : 
مد | قه | arg (7 )=y‏ 
ان المشتقات الاربءة الاولى خزء به الحقىقي ر u = e*cos‏ والتخيلي [ 10 “ع سر 
موحوده و مستمره » وتحقق معادلي كوشي ‏ رون دوما اذ أن : 


2 u x 0 ۲ 
> ^ سح د ۷ ویع)‎ 
0 &K dy 


۲ 59 31 
س عد 7 زژاو کھK‏ س > س 
2 01 


يه 


فالتابع تحلییی دوما ۰ 
يحب أن نلاحظ أن التابع الأسي هو تابم دوري ودوره 127 لان : 


( 2۶ ۲+ ۲) 1+ طم ب ۷ Ê‏ سس ان 


حبث ۲ هو عدد صصح . 


بت 158 لد 


w عس‎ 112 2 


( 7 2 > 0 > 0 , 0 < ۲ ) ۵ 1 د ۲ ط[ = 2 In‏ 
التر کیب متعدد القمم التالي : 


18 ۰ 1) + 21۷7 ( (k=0,+1,+2,-) 


وک 2 حالة التابع الجذري 71/۷ فا عر 0 هو مسقم التفرع 1 الشكل م ( 


والنقطة 0 هي نقطة التفر ع ولنتج من وضم 0 - 2 . 


ان د 2 الار دمة الاوی للحزء الحقمقي 1 U =z In‏ وللحزء الخ لى ۵ - ۷ هی 


وف نطاق تعريف التابسع تکون هذه الشتقات موحوده ومستمرة » وتحقق 
معادلی کوشي ريق ! 


d u 1 dv 1 du dV 
d F ۲ ۵ ۵ ۲ ۵ ۵ 0 1 


فالتابسع تحلملي في المستوي 2 الذي حذف منه > 0 ۱ 
نعانج : 


ا 
مر الفرع الاساسي » : + ۵ ها < [ (2 ) ع ] م1 للتر كسب متعدد القسم التالي : 


۶6 تس 


E BER:‏ واوا CR‏ ۱ ( 8 ۷ 2 + 2 ) 1 + م[ 


0 < arg [ g (z) |] = « < 2r : | حءث 0 < لك - |( : ) ع‎ 


في الستوي 2 الذي حذفت منه مستقمات اج يكون [ (2 ) م ] ها - w‏ تحلنلا . 
اللعابم (62 و نا ط تفرع ادا غات چق را عاما أما بالشبخ قتابع وف و 
بن صا لعث » الاركق عترما هون (9)2 غي رسربعىع والذا نر عنصا لوث TF‏ 


ig kA 
و8‎ ) 2( 


[ ( 2 ) مم ] ع1 - [ (2 ) رم ] 10 - 


نقاط التفرع في الحالة الاولى تنتج من وضم 0 -(2) ج وفي الحالة الثانية تنتج من وضع 
0 - (2 )يع , 0 - (2) بع مع العم أن كل نقطة تفرع يقابلبا مستقيم تفرع ینطلق 
منها الی آ خر الستوي مبتمدا عن البدا © 
- التاببم الاسي العام : () 2( ۶) و ] w=‏ 
LECE) J‏ 10 (2۶) تاج ww‏ 
ودم تہر Zz‏ آم = بب تايما bls LÎ‏ لان : 
2 1 
ےا ت تفا انعر نب ( 2ع ) 
اها ( التوابع الدائرية والقطعية و قو ابعیا العكسية : 
التوابسع الدائرية والقطعية ه وتنسب الى التابسع الاسي والاسي العام كا بلي : 


- 1851[ تب 


sin 2‏ 172 سم 2 لم 2 سم.-2 [م 




















51] 2 سس‎ COS 2m سند بح بي نوع‎ 
21 8 2 «١ 185 605 2 
1 
©0566 Z = 2 8 564 2 ms cot 7 = 
sin z COS 2 ۱ tg Zz 
۹ م بام 1 2 سم بت 2م‎ 2 5 sh z 
1 سس یس ص‎ GG] j سس‎ 1 7= 
3 ۲ 2 ۱ ch z 
cosech 2 seh 2 لء‎ h 
-- 5 01 ga سعد‎ 
sh z ۱ ch z : th z 


أي أنها تعرف كثيلاتها في التوابع الحق.قية » فتنطیق عامها امخواص و التطابقات 


الداثر دة او القطعية الحقمقمة . 
ان العلاقات التالمة تسمح بالانتقال من الداثري الی القطمي وبالعکس : 


قوم - علط | عم == cos‏ | 


وب 5 د 2 sini‏ | 
« ۱ 


العام ما في الجدول التالي » وقد أوردت فيه ذقطتا التفرع في كل حالة . في الستوي 27 
الدي EET‏ مستا التفر ع تکون ده التوايسع لملمة ۰ 


( ب ع © ın [ iz + (1 — (6 [ , 1١‏ - رع ) تمل - بن 


Ww =cos" (2) =n [2 + (2 1012 [ , ) 2 < ع‎ 1 ( 


لب ۷( مس 


۷ - ۱ )2( -  1« ) شت‎ 





| ۸ باه سس ) م ) 


( 1 + ع< و ) , | 1 + 2ه) له ]عا د رزه) تخطفد سا 
FEE 1|‏ > | #1۶۶ ) +2 ] ها جد ( 2 ) * 6۳ < ۷۷ 
(4 + سع) , ر کے ) می د (ء) ٢٣٥د‏ س 


مي من و جرد تام حدري عام ف اللغاريتم امن كور قمبأ , 


سادسا ) التابع الکسری ذو مورة ومخرج تمنيديين , 
انه تایع تحليلي في المستوى العقدى ‏ .7 باستثناء نقلاط 
شاذة هي قيم ى التي تعدم المخرج دون ان تعدم الصسورة, 
اما اذا انعدما معا فاننا نستخدم قاعدة لوبیتال للتآاگسد 


E‏ سب 


اممثل ‏ ةة ۱ ۲ ) 


مشال ۱-۱-۲ 
یش الج يي '*2 = س هو تابع عقدى لانه لأجل آية قيمة 
د ( 5 ) تنتج قيمة وحيدة د ( سس ) . 
ان الجزئين الحقيقي بر والتخيلي س ينتجان من . 
3 3#( د "إن جمدم ا 


و . 3 I‏ را 3 ٭⁄ اح 
فیگسون 9 - 9 2 5 - 


مشال ۲-۱-۲ 
1/3 ( 27+ ) 
ان التركيب 7 < سل له لاه فروع آذ بوضع 6 جح زر 
ينتج من قانون دو موافر ان ۰ 
( كط 8/3غن 1/3 (211/3 + 8/3) 6 1/3 09/9 1/3 
3 ع 1ع ينا , © ۲ - ولد و 18 #6 Mme‏ 


حيث 0 م 7 ونعرف القرع الاساسي بآنه رخن . 
1/3 
و الجز *ان الحقيقي ۸ والتخيلي س ينتجان من . 
یه وس بت : 
( هماه ا ( = ماباب ها 


/1 / 
فيكون ٠‏ گ 5 ۲ داس و 3 ون ur‏ 


هشال ۲ات۲ 
ان الصورة العكسية للتایع العقدی 2 - 37 ح د هي .ةله - 72 وبما 
۰ ت 3 
ان الجواب الناتج وحيد القيمة 2 قانة التابع العكسي للتابع المفروض ۰ 
مشال ۲--ع 
۱ ۱ 3 1/3 يع 
ان الصورة العكسبة للتایع م2 < ها هي د = 2 ۰ بوضع € E a‏ 


تننج الفروع الثلاثة . 


(7/3با +وزو) 1/3 (27/3+ 4/3) 6 1/3 3 1/3 ۱ 
00 3 ۰ ۸/3 
4 
۰ .ات بر 2 
مال بتكت 
برهن ان الشابع "2 عم تحليلي دوسا 
الحسل ۰ 


ر TEE‏ 3_< م ت او ت شه 


3 2 


ان المشتقات الجزثية الاربعة الاولی للتابعین 2 ر لا موجودة ومستمرة 


دوم ( انهما کثیر | حدود ) كما ان ٠‏ 


94 ال ۳ ا و دوب‎ Bey e E 
0x 04 04 0 ع2‎ 


اى أن معادلتي كوسي . ريمن محفققتان دوما ونظرا لتحقق القروط 
الكافية الثلاشة في کل نقطة من المسوی العقدی فان ی ت دز 
تحليلي دوماء عقوت 4 بخ 


مشال ۲-۳-۲ 
ال فا كر ق الح قتان تف :> 
) 7 د 7 2 ده ب ) | | - عه 
الحل ۰ 
مستت ۱۴ 


۷ )ا + لا ب س 


| 


( ( لاا -2) + ( انا بعد ) .2 


وة 9 v=‏ و ع2 3 ع با 
ان المشتقات الجزئثية الاربعة الاولی للتسابعیین اا رحا موجودة ومستمرة 
وتكن ۽ 

u سور)‎ 

0 وا تا د 3 - خخ 


فالتابع غير تحليلي في اى نطاي لعدم تحقق احدی مهادلتسي 





گوشي - ریمن ۰ 0 
رت 2 ۷ 2 : ۱ 
ب ) 0 + 2 کے | 9 +| = لا اب لا تحت ده 
5 2 


ان المقتقات آلجزکية الاربفة الاولی التابهین عه , لا موجوذومستمرة 





دوما وهي . ۱ 
dx 0۵‏ 
22 لا ۵ 
ولکن معادلتي كوشي - ريمن لاتتحققان الا في النقطة الوحبسسدة 


ببحوی النقطة ( ٥‏ ره ) ویکون فبه المشتق موجودا ۰ 


مس 16 هس 


1 متال ۲٣ا١‏ 


اوجد قیم الترکیبین . 


sh (4+) ) |‏ ب ) ( )وب 
سس ا قانون الجیب القطعي لمجموع ينتح ان ٠‏ 
sk 0) + ( + 01 coil 4 Ahr 4i‏ 


1 م5 دك ع 4 1 65) h1‏ 
وذلك لان 1 65 - نت 


تست 


۳ 


٠ منه‎ shi r: L Sin 1 
7 ر‎ 
Sh (1+1) = 0.635 4 U 1.28 


وا و ا 
0 1 

2 ۰ ب فاا پت : 

[ 2)2[ 44اه بس 


SL 1 ۱ 1 
6 CE} ساك‎ [o +( i 2) ی‎ 00 A 6 | 
لب‎ 
۳ 7/2 
5 ۰ ])/5 +۶ ( 6 1 
002 


غ ‏ 82م بالقيمة الاساسية ومنه 


2 « (2+1/) عن - د 2 1 ۱( که 


EH < E 6 
کال کک‎ 


وجد إلجذور جميعها للمعادلة 

اد ۵ تع من الريع ار ايغ من: فستمق. ر واتقویل 
الی الشکل الاسي و اخذ جميع قيم السعة ينتج ٠‏ 

(2.617 + ب/77) ) 


ll 
/2 e ت ۷۲ ات‎ 


۱ 


7 2 + ۷ 3 ٰ 


وبما ان ٠‏ مر € هسب 6 = € فان ۰ 
( 2۳ + با/77)]] 5 
م .اولس “ع “م 
ومنه ۰ ۲ هم ۳ 7 ۲ و 5 2 
کی ا* 9۳ دیوید # و 2 0 1 ب- 2 
4 2 
8 5 4 -_ 
فيكون , ( 2۳ و (FZ‏ 5 2 2 
20287 و 800 دك اب یاوه - 
مشال ۲سل-۳ 


لي : 
عين تابعا مترافقا مع التابع ( 0۰057 وبرهن ائنهم ا 
سس ان التابع 2 65 - لا تحليلي دوها ومنه ۰ 

Re (Cos Z) +tlm (CoS 2 (‏ = تا ید نا 
فیکون جزوه التخيلي ) To, (Ce‏ متر افقا مع جزثه الحقيقسسسي 
Re ( Cos Zz)‏ وكلاهما توافقيان دومالانهاخاصة من خو اص التابسع 


" مشال #نجءع 


اوجد مشتقات التوابع التالية مع تعيين النقاط الشاذة ومستتیمات 
التفرع في كل حالة ٠‏ 


ت ۱۲ مس 


e 02 ) 1‏ لقع أنهي فس 





7 + CoS E 
سل ۲ ) آن القایع 222 یر خی شیو قظنیلنی. قوس‎ 
واتقابع 7 9 تطیئي قفي قستوف .2 فقق خقق.منا مستلب‌سسم‎ 
التفرع 02۰ فالتابع ها تحليلي ایضا في هذا المستوی وینتج‎ 


مادام لتعنة مقس جاع کاب أن + 
( 2 -2) + 62 (-2)2-(-)( 2-22) + کم (22-9) عم 
يه #ق. السابعسيب سس تعقييلي, ياستقطا # افتقتانط. االقبسالاة 
۶ وم) + 1 . 
77 (28+1) - 2 وهي النقاط التي ینعدم فیها مخرجه »بینمایوجد 
للتابع( ع" ا5 مكقيهة تفرع يتطلفان عن تقض ارمع 242 


حتى آخر المستوی وینطبقان علی المحورالحقيقي کماهومبین في‌الشکل . 


ی ر 
کک 


را 
۳ ,#3 رم ۴ا AFF‏ 


ہک 
کر ب 
2 یر ای ف 1 


ان التابع شا تحلیلي في المستوى 7 الذى حذف منة ا 






11 ۴ ان و +۰ 5 هو ۰ 


1 و کب موز 
متال اده 
أحسب قيمة ما يلي ٠ 5 ٠‏ 
۳/3 ۳ 0 ۱ 
1 ( لس بش e ln‏ 0 510 ل کے es‏ 


س 6£ س 


الل 2 د 5 ۱ 9 ۱ 
ىك | ) أن الصورة والمخرج كثيرا حدود فهما تحليليان دوما 


۳13 
ولکن ۰ ۲ 58 2 E...‏ - 6 ۲ م 
0 او ت 12 25ج 2 


تفای ی حدم فی سكم امد يكال ية : 


۳/3 





0ل 
8 > ت € EE‏ ۳ 
3 3 پیش ب 9 2z‏ 7 ۲ و9 


ب ) ان الصورة تحليلية دوما لانها مکونة من تابعین تحلیلین 


ان المخرج تحليلي دوم لانه كثير حدود ولکن 2 


5 ( 2م59 لقا 
0 ات 
للتخلص من عدم التعيين نستخدم قاعدة لوبیتال ثلاث مر ات منتالية 
للحصول على 
_ سما اك سس سیب او زر 6 ERE‏ 
a sw Û F2 j‏ 
له ب اة 5 اش 3 
2 هج جب جر 7 6 0ج 7۶ 
مثال 75ح 


برهن أن التابع ( لا 296 ( 9 رع<) ها توافتي وأوجد التابسع 
المتر افق معه ( لإ ر× )ن ثم اگتب الترگیب ا« تابح 
تحليلي دوما للمتحول انا = ۳ 


سمب: 5 سب 
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4 7 1 2۳2 نام ۱ ۳ 
#2 ای E‏ س 5 | ٩‏ 5۳2+ عم )تك بیج 7 
2 4 2 4 


متال ۲-۲-۳ 
احسب قيمة 2 HH‏ سا £[ حست 1 هو الاطار المفلسسسق 


۰ الشکل المر افق‎ ۲ ۸ 5 6 ۷ ٩ 
بت‎ ۱۷6 ¬ 


السحسل. ۰ 
ان التابع تع a‏ )7(2 


۰۰ لیا E‏ 2 النة له الشاذة 






(1 و )6 


74 


/ 


0 - الوافعة داخل '/ ولذا 






بالاطار المكافي* و ان ان 


وعلیهما ۰ 


۸) -1( 


ان التکامل علی 7 موجود لأنه منحن محدد موجه و صقنیل والتابح 
مستمر عليه . ان معادلة هذا الاطار هي 1 | فیگسسسون 
6 

6 - 2 عليه وينتج من ذلك ان ٠‏ 


2737 ۱ 
i 4-2 dz = | (E) ie“ de - 
Zz 8م‎ 
0 


۸ 
کر‎ ۱ ce 27 
Cf (er1) de = | 4£ + 6 | ب‎ 
0 
0 


۱ 5 : 0277 2+ ل اهنم 
GR FE‏ بسح € کک 2 2 2 07 [ 9 5 €2 
0 


مشثال ۲-۳ هل 4 - || و 2-/2/ اطار ان متگافشان للشابع 
لعي اھ س € 
(2 7) 5ص 2 


بت ۱۷۵0 مب 








٠: الححهل‎ 


4 : 5 ۱ 
ای کر تايع کسری ذ 8 ومخرح تحليلييسن 
( 065672 2 هو 0 ف وو و 2 
ونقاطه الشاذة تنتج من انعد ام مخرحه وهي ٠‏ 


e am 


Saf Ra) ۳ Ê = dg 2, e 
2 


ان 22| و 1 21| هما الاطاران 


في الشگل المر‌افق وهما محدد ان وصقیلان ) د ائرتان ) ومغلقان 
وموجهان عكس عقارب الساعة وقد حددت في الشكل النقاط الشاذة 


القريبة من 0 ٠‏ 





ان الشديم حيتي هى المتظقه ك المحاظة بالاظارين. بنابتحت : 
النقطتين الشاذتين _ ف + - 2 اللو اتسقين قف اكلها ه ولذا فالاطار ان 
غير تنكاة ب 8 لعدم ۳۳۹ .هه احد شروط | ننیح e.‏ الاولی j‏ ۳۹ ب ۰۰ 


A 


کوش ۰ 


1139 بت 


مثاك ۱-۲-۲ 


احسب قيمة التكامل Sin $ dz‏ ورس را في الحالتین ۰ 
72-3 ) 


1 ) ۲ هو الداگرة 21 |2-1 ب ) 7 هو الداغرة ع -|2] 
اتش‌سل. ۶ 
1 ( للنا بع سا اط ساذة وحيدة 1 -< 7 وهي نقع داخسل 
1 - 2 1 
الاطار 1 < |1- | والاطار هو داگرة مرکزها النقطة 1 ونصف 
قطرها 1 فهو محدد مغلق موجه وصقیل . کذلك فان التایم 
کسری صورنه 2 57 تحليلية دوما ومخرجه ذو حدین فتتحقق شروط 
صعة کوشي التكاملية الثانية جمیعها وبوضع 6-42 و 1 < 6 
Sn az _ AFL (5 5‏ 


(2-13 3 E 
|2-1| =1 7 





۵.63 - - ( 1م57 كن 5 


Sn 2‏ 
2-0 
المحاطة بالداكرة |= z‏ وهي منحن محدد مغلق موجه 


/ ۱ 
ب ) ان التابع تحليلي في المنطقة ‏ 77 > |2| 


وصقيل فينتج من نظرية كوشي ان : 


ê ê‏ ۳ مقاضة 
1 ) - |72 
¬ ۷۷ سب 


مشال ۲-۲-۲ 


لحساب المشتق النوني لکل من النوابع التالية في النطاق المبین 


في كل حالة ۰ 
٩ ۵ (5‏ (ابككد-مة ]| + هه لشب ة و > |2-1 | 
۴ ( ق - و3 ) : + ( “ع3 _”*) - خلا و 4 » 2 | 
w= 1 * ۳‏ و > || 
م د ) [ 7 = EES‏ 
ه) (۲۳۶) 19 حه و > || 
الخسسسا ۰ 
5+ لشيكية : 4 5 (2-)] + .6 65 ( 4 +۲) < سه 


|] 


( 9 5 - 8 ) ل + ( © 510 ا ب 6658 ١)‏ 


۱ 1 + ( 9 5/0 ) + 09 )۲ < 
( ۲5۵ + و 5ص )۲ 
مس گس ملس لا ته 
Zz‏ م2 


وهو تابع كسرى جبرى عادى له نقطة شاذة وحيدة هي 0د 


وقد رسمت في الشکل المرافق . 


= ۱۷۸ مس 


آي الاظاین "| نسحلا هقی آلت افو نت اسا اة اس 
الشكل و الاظنانر سحفف: ومخلق 
وصقیل وموجه عکس دور ان 
عقارء الساعة ٠.‏ 

النطاق رگ هو 1>/-2/ 
و التستعدة: الى 7 قسن 


1 ک |-2] وقد 





بینت ايضا في الشكل ٠‏ 


استخد ام صبعة كوشي التكاملية لحساب مسنقه النوني ٠‏ 
3 2 7 2 : 3 
6 3 3 - ۷ ۷ 3 با نم سند 55 


م 7ه ع م - 
والتايع تحليلي دوما لانه كثير حدود ٠‏ 

ان الاطار '/ هنا هو 
الداكرة 2-1/ المبينة 
في الشكل المرافق وهو 
اطار محدد وصقيل ومغلق 





وموجه عكس دوران عقارب الساعة ٠‏ 


¬ 119 = 


النطاق (2 هو 1> /7/ والمنطقة بت لهو 7 2 / 
وقد بینت ایضا في الشکل .۰ 
بما ان التابع ها تحليلي في المنطقة 20 فیمکن استخد ام 


ره 7 كوشي 11 GS‏ اة ۱ انب ی مه که 11 ۰ ني 8 


ع ۷ القیقا ج £ “ت وقو تایح يى قرط قحس فق 


ان الاطار "7 هنا 
هو الد اغرة z=‏ | 
المبينة في الشكل 
المر اقق: وهی اتان 
محدد وصقيل ومغلق 


وموجه عكس دوران 





ان النطاق (گه هو > |7| والمنطقة ۷ تب 
وقد بپنت ایضا في الشگل ۰ 


شا إن اقيم هه قيلي في المكيوع كن یمتسیس 


|21 > 


| و > ام ره ۰۰ كوشي 11 کا ۱ ية | اب ده النوني 5 


= ۸۶( مس 


1/2 


2 و 
9 ( 6858م + 2 
فح . 5 له Es‏ 


كما انها ت من وضع المجذور مساويا للصفر اک اث : 


قا رو 


وقد رسمت في الشكل 
المرافق نقاط التفرع 
الاربعة ومستقبم ا 
!]| تفرع ۰ 


ان الشگل یبین ایضا 





الاطار /١‏ وهو الد اثرة 0.5 - |2اکما یبین النطاق طظ وفوق 
5 > || والمنطقة © =۸ هي 5 > | 2 | , 
ان التایع سا غير تحليلي في المنطقة 20 لوجود نقطتي 
التفرع #05 د 2 على محیطها فلا یمکن استخد ام صیغة كوشي 
التكاملية الثانية لحساب المشتق النوني فيها . 


= 1۸1 مه 





ه ) 


ان سس طق - رةم) وا FS‏ تابح كسرى ذو صورة 
0 


ومخرج تحلیلیین فهو تحليلي باستثنا + النقاط الشاب. 


التي تعدم المخرج وهي ا 


t= Rj Ês By E Fy, BI ye 


وقد رسمت في الشكل المرافق النقاط الشاذة القريبة 





ان التابع س غير تحليلي في المنطقة × لوجود 


التقطتين الشاذتین ۵05+ -2 فيها ولذا فلا یمکن 


استخدام صيغة كوشي التکاملية لحساب المشتق النوني 


للتایع في هذه المنطقة ٠‏ 


مب ۱۸۲ مس 


. احسب قيمة التكامل 47 (22+32) / - 7 في الحالات التالية‎ ) ١ 
۳ 


1 ) ۲ هو المستقیم الو اصل من النقطة (4)2,0 الى النقطة (2)0,2 
من المستوی 7 ۰ 


لتنا 2 ج 


پا ۲ هوق یږ ۵ چپ ۸20 . 


ج  )‏ "| هو الربع الموجب للد اثرة 72-2 والد اغرة موجهة 


الج اا ٠‏ رگ اط 
تجو اب . 3 3 


۲ ) لیکن '/ مربعا موجها عکس عقارب الساعة ورووسه هي النقاط 


(921) و (1 <1) و (0 را ) و (0,0).احسب قيمة ما يلي . 
1 أ 2 9 إلى ۲ 2 
1 1 220 مت 0 


الجو اب ۲ ) 1+1 ب ) صفر 





۲ مهن لے چچ س کي : 


) ۵ب - = ٩0 225 dt‏ ۶ 
E‏ 
2 ۱7۱-4 
ب ) با 97 dz‏ 3 و 
TE.‏ 
۲ 7 2 1 -/2/ 
8 تب ملد عد تیب طا و 
E E8 4‏ 
ا = 
مت ۱۸۳ مس ۱ 


ابت السالاسل العقدية 


۽ س و الما اة قر اة 


السلاسل عكن أن تكون منتهمة و غبر منتمة , نقتصر علی دراسة السلاسل المقدية 


تنطرق معظم التعار دف والنظربات فى السلاسل امقمقبة علی العقدية بدون تعدیل 
أو تتعددل تسم . نورد فما دلي آم تماردف وخو اص ونظرات السلاسل التابعسة 


احق.قبة , 


عو ١-١‏ تقارب وتباعد الساسلة 
نظرية : ان الشرط اللازم والكافى لكي تككون الساساة التالية متقارية 
OO‏ 


QO 
) 4۰1۰.1 ( E Bl © و۷ + أو )ولا‎ )<۶ ۷ ( [ 
= 0 BE ±0 


هو أن تتقارب كل هن 2 الاحزاء اه 4 ونا از REE‏ الاحزاء 


n = 0 


O0 -‏ 
التخنة 0 > . فى هذه الحالة توحد قسمتان ما , [5 حسث بکون : 


n 0 
N N 
lim ؟‎ U, =U lim ۰ ۷ - 7 
N >< ےہ کات ی ی جوا‎ 


= ۱۸6 مس 


ریکون مموع السلسلة هو : 


N 
lim ¢ Fa(z)=f(z2)=U +iV 


قت س oo‏ ج N‏ 


تعریف : اذا تعاربت الساسلة ( ۰1۰1 4) لأجل جمیم النقاط الواقعة في نطاق 
من الستوي العقدي 2 فنقول [ن 7 هر نطاق تقارب هذه الساسلة , 


تهر يف ۰ اذا كانت احدی ۴ كل النهاشين 5 


N N 
lim ؟‎ Ua lim ۶ Vn 
N> 00 هو - م‎ N > On =0 


عير موجودة فان السلسلة ( 4.1.1 ) تکون مشاعدة , 


١ - 4‏ - ۲ التقارب المطلق و الش‌طي 


00 
تعریف ه تکون السلسلة (2) ۴١‏ ۶ متقاربة اطلاقها اذا كانت ساسا 


1 - 0 


QO 
: ؟ متقاردة‎ | Fn (z) | مطلقات ادود‎ 


n= 0‏ 
العکس عبر صحیح . 
تمریف : اذا تقاريت السلساة الاصلية وتماعدت سلسلة مطلقات امحدود » فنقول 
ان التقارب شرطي . 


لب ۱۸۵ تس 





خواصه : ان اممة التقارب الطلق تکن في آن السلاسل التقاربة اطلاقاً كن 
تخیر ترتسب حدودها بأي شکل نشاء بدون أن يتغير جموعبا أن جموع أو فری 
آر حداء سلساتان متلاربتن اطلاقاً یکون بدوره متقارباً . هذه اواص لا تنطمق 
علی السلاسل المتقاربة شر طا . 


۽ - ۳-١‏ طرق اختبار النقارب 


رن 
عکن اخشار تقارب السلسلة العقدية (2) و ۶ والطری نفسپاالستخدمة 


11 - 0 


في السلاسل الحقيقية وأهمها طريقة دالمبير وهي : 


() یمد | طزا 
( 2 ) و٩‏ من > N‏ 


| ( 2 ) ع | «< 





فاذا كان 1 >  )7(|‏ | فالسلسله متقاربة . 
باق کج 0ج ] ره اج الك رام . 


آما اذا كان ۱-1 (2) ع | فعمکن آن تتقارب السلسلة آو تتساعد وناحاً في حالة 
الشك هذه الى الطرق الاخری ی اخشار التقارب . 


محب آن نلاحظ آن طريقة دالببر تختبر التهارب الطای لاسلسلة » وآن النطاق 


» - ” السلاسل الصحيدة 
تعريفها : تدعى السلسلة العقدية التابعية غير المنتهبة : 


= 181 ه 


QO 

Z An(27—a)"=A, + A(z —a)' +‏ ر 
n= 0‏ 

Ag (E— ê PF 


( حرث و۸ , ۵ ها ثابتان عقدیان ) بسلسلرً صحيحة في ( ۶ - 2 ) . 
تقارم! وتیاعدها : حسب دالمیر تتقارب الساسلاً (4.2.1) اطلافاً ادا كارن 
ط > |2 -2 | حيث ط هو عدد حقيقي موجب معطى العلاقة : 


b= ون‎ ۱ An 


+ و4۸ 00 > ۲ 





وقتباعد السلسلة |ذا کان ط < | ج ‏ : ] أي أن السلمسلة (1 .2 .4 ) تتقارب فى 
نطاق دائري مر كزه النقطة جه ونصف قطره ط وتتباعد خارجه . أما! على عط 
الدائرة 6 > ] مه 2| فسمكن أن تتقارب آو تشاعد . بدعی هذا النطاق الداثري 
ينطاق تقارب السلسلة » ويدعى 5 نصف قطر تقارم! . 

خواصها : عکن اشتقاقها حداً حداً في نطاق تقار ما والسل 1 الناتحة نصف قطر 
تقارب السلسلة التى اشتقيناها » کا تمکن مکاملتها حدا حداً على أي منحن مغاق يقع 
بكليته في نطاق التقارب . ان جموع السلسلة الصحيصة مس5مر في أية منطقة محتواة في 
نطای تقار ما . 


۽ - ٣‏ نشی نایلور 





نظرية : 2 / لا 
لبن ( 2 ) ۴ تحلبلماً في احوار MM‏ 
رط > | 2 -- 2 | / / 
aL‏ 2 
للنقطة ‏ ( الشكل ١‏ ) . ل 
یکن نشر التابع ی هذا الوار__ 2 0 
بالقانون : الشکل ( ۱ ) 





۱ ۶ مه 
لي که هار روي لك و =ر()؟ 


n = 0‏ 
والسلساة الصحيحة الناتحة تدعى ساسلة تايلور هذا التابع ونصف قطر تقارمها 
للتابع ) 2 ( f‏ _ 
عکس النظرية 4 
Qo‏ 


اذا کان ۶( 2-2 ) وش و <(2) ؟ فی الوار ,ط > |و-| للاقطة 


n = 0 

۾ فان التايع ( 2) + تحللى في هذا الوا 

في الشکل ( ۲ ) لیکن ,۲ 

هو المنحني رط - | ه - 2 | وليكن 
] هو ال منحني : 

| 2 - 2 | 9 > ۵, 

حمث وق براه ها مو حاف 

والنقطة ‏ تقم داخل 1 أما النقطة 
¿ فنقم علی 1 . 





من صمغة كوشي التكاملية الاولى ينتج : 


1 ۶ ) + ( 
2 1 ۲۱ 1 9 


01 


ب لق مس 


ولک 


ی ۰ 


1 1 1 1 


[ ر کے 1] (t—a)—(z —a) Tee‏ و 


ع 





و ينمج بالق-مة العادية أن : 














۲ - و ) 5 2 سب 2 1 ۳ 1 
tz ta  (t—a) (ta)?‏ 
ISE‏ س 
8 ع (er‏ سب هرد ۲۱ [ تس ؟ 
۱ ۱ 1 
بضرب کل حد من احدود بالتابیع (1)6سسه والکاملة على ٣‏ ینتج ؛ 
) ] 1 
ووو قر ماس توس ات یب( 433 
1-2[ 1 7 2 2 سا 71 2 
م EE‏ 5 ( بسحي ) 
١ه‏ ]) 1 1 * 2 
ERE. + Hes‏ الع صم 5 
ر( j (ta‏ 1 2 2 
0E) d ¢‏ و لا ی 4 سب 20 
1 = و )ست زوم ) ] th‏ و س 


ت RR‏ ج 








: وبتعويض (1) في (11) سمج‎ 
(RISA FA (EFE A (SRF Fe 


An (Zz - 2 (۶ + ولا‎ , 





ومن صيفة كوشي التكاملية الثانية ينتج : 


(n) 








An = لدع و 0 ی َك‎ (#8) 
RI ۲ (agp? n ! 


بقي أن نيرهن أن 0 > ,م ونآ مما للحوصول على المطلوب . على المنحي ۲ 
الذي طوله 5 + 2 لدینا من الشکل ( ۲ ) آن : 


01 1 د ات 
حت ۳ 
1 1 
ês.‏ مسي كي قو م E‏ 
|(t—a)—(z—a)| ` b—|z—a| :‏ 


کا آن M‏ > | (۴ )۴| حست 1 هو ابت موجب ( لان (۲) ۴ مستمر ) 


فسکون : 
Mi 1۷ b‏ 1 
b - +‏ 2% ۶ مسج U‏ 
لے سل ای > ,نا 
عا ان سا تام بو lim k"*'—o‏ فا . 
| - 2« | 5 م جه n‏ سب 


5 03 


0 = | , , ولا | lim‏ ی آن 9 > و ولا lim‏ 


60 > ۲ 7 م > ۲ 


اذا كان : 
QO‏ 


زرط > | - ۱2) , ۳ و - 2) مه $ f(2)=‏ 
n = 0‏ 


فانه يمكن اشتقاق السلسلة حدآ حدا للحصول على مشتق التابم‌في ١,‏ > | ه - 2 | 
أي آن التابع تحليلى في هذا الجوار . 


في الحالة الخاصة من شر تايلور التي يكون فبباه - ه ينتج نشر ماك لورين 
للتابع ( 2 )؟ التحليلى في الجوار ,ط > |2 | ويءطى بالقانون : 





z٣ و‎ )] | > 5,۱ 








۳ مه 

: 5 ص كع 

11 ۰ 

n = 0‏ 
2 2 مه | ١ا+م‏ ري م 
(1-) 3 =s2ئ0ع‏ , ل-1(8 3 ) »۶ sinz=‏ 
2 1 

2-0 7 e Û (2n)! 


ب ۱۹ 





OO yant | مم‎ 2n 


2 
ق ,۽ سڪ يو سل 
ا  (2n+1)!‏ 





CAR F1 


n n= 0 








„n+ |‏ مه 
An‏ مر (a+ 2 (ame‏ 
n =0‏ 
OO „nF I‏ 
> 1 1 
n ( 2 ( ۲ EY" )۱ 21 > 1 (‏ 
n = 0‏ 
C0‏ 
( 1 > |۱2) : ۴ 1(۳-) و (IFES‏ 
n = 0‏ 
00 
(121>1) و 8خ ع هذ (2 - 1) 
0 ع- 11 


N(N +1) 


(ig Nei Ns 4 2 


eê , (<1) 


حدث N‏ هو لد سحب أو کرو موب . 


ع - > نم لور نت 


نظرية : لمكن (2) ] تحلليا في الحلقة الدائرية رط >|ه - 2] > وط احاط1 
بالدائرتين ,1 , ,1 . في نقطة داخلية ع من هذه الحلقة ( الشكل م ) يمكن ايحاد نشر 


۱٩۲ =‏ تب 





(bı < ۱2 -- 2 | > 5, (‏ 
وأمثال النشر وى , م 4 ذءطى من القانونين : 


۰۱( لدوم لكشتته بيخ مت پر با ۱ 


3 ا و 6 1 1 د‎ : 2 7 [ E (mg E 

وعکن استدال ,۲ , و] في هذين القانو ین بالداثرة ۲ ( الشکل ۳ ) الواقع-2 / ۱ 

يلتبا داعل الجلفة لأها منسنيات متکافة , ل 
QO‏ 


ددعى An(z—a)” «jd‏ ۶ با زه المحلملی لنشر لورنت > و بدعی ازه ظ / ۰ 
o ۲۱ zr 0‏ 


الع بان ال زقس فا اشر . ۹ 
بجج TT‏ ا 





ات ل یکن ازه الرئبسي 
موحوداً فان (2) ۶ تايم تحلملى فيأ 
المنطقة الدائرية ,رظ > 1ه - 2 ]| 
وبالعکس . 

لبرهان : من صفة كوشي 
التكاملءة المطرقة على المنطقة بسمطة 
الاتصال المظللة في الشكل ( ؛ ) 
والناتجة من قطع الحلقة بالمستقيم 





8 ينتج ؛ 


5 i 1 f(t), 1 ؟‎ )۶۱( 4 
5۹ ال‎ 2 1 Ie 2 1 1-3 


ان التكامل على المنحني ,1 سب كا رأينا في برهان نظرية تابلور فیکون : 


QO 





(11) دوه لش و سل‎ > Aj (gg 
1 1 قفنت‎ n = @ 
i 5 ۲ )  ( 6 ۱ 
2 7 1 r حسث : اكز بوي ع‎ 


وحب آن نلاحظ آنه لامکن حساب و۸ بدلالة الشتق النوني اذ لا عکن استخدام 
صيفغة كوشي التكاملية الثانية في هذه الحالة » لان التابع ( + ) ؟ لبس تحليل] في كل 
نقطة من المنطقة المهاطة بالمنحني ,'1 . 


أما التكامل على المنحني ,1 فيتم حسابه كا يلي : 


- 66( مه 





وبالقسمة العادية مج : 


أ سار 


مسا اي ا ا قق سے ے س يي 
۳( 2 - و ) *( 2-8 ) نس 2 3 ا 


۱ 1 8 محم ؟ 
1[ 8 )اه الس )1ع سا 














بط ۱ ۰ 
وبصرب كل حد من الحدود بالتايم (6+)) لح والمكاملة على 1 ينتج : 
(td t+‏ .ولا بل ii)‏ 

2 13 ۳ 2 7 1 ) 7 a) Tr 
کے‎ a اس‎ 
2 1 ) 2-۵ ( 1 
1 5 
2 (۱)؟ سا ۳ - 2 ) زج‎ ۱+ ۷۶ 
1 رو هسب‎ ۸۰ 1-۰41 ۴ 
ا 1 2 ع‎ [(z—a)—(t —a)] : حدث‎ 


8 2 ] 2 - 2 


مما أن 1 > عا جد شتا ی ۲ ( الشکل ۳( فمنتج بالطر دقه نفس] الو 
استخدمناها في برهان نظرية تايلور أن : ظ 


0 = ويا lim‏ 
ص ج ۲ 


= ۱۹۵ بت 





وان العلاة ( ز 1 ) تصسح علی الشکل : 


1 f(t) A 











ر لس عن لكل ,و سے ( ۷ 1 ) 
4 سب 2 ۳ .۳ %1 2 
هر ,۸ 
و 2ج #2 ) 
ع ا يقي o0‏ 
۳ و - 2 ) ا 
f E‏ 1 
5ه كا م کے 
حمسا : ۳۷( وبت 16 ,۲ 1 ۶ 2 


ويتعويض ( ا 1 ) و ( 11 ) في ( 1 ) ينتج المطلوب . 
ملا حظة : 


ان اراد دعس لور ذت لتاسم مر و ض داخل 1۳۹ مفر و صا باستخد ام الدظر د.4 
السابقة معقد » و لکن عکن احاد النشسر بأية طريقة أخرى واطجواب يكون نشر 
لورنت للتابم ٠‏ 

ولدا ىمار نظر دا لور نت وسملة لاشات وحود دسر لزانت لتابم و لس تددم ف 
البراهن النظربة ولا قستخدم فق مسال ال إلا ادرا : 

مثلا یکون نشر لورنت لذي ادن التالى ٤‏ مع بان شرط النشر هو : 


بت 1871 بت 


1 ( 1 + ۷ ) ۱ 1 1 
ma r‏ نس ری سس سس متسه یی ب 1 سه 
N ۳۹ E 2 1 ,N +2 +...‏ + [ 1 - 2 ) 


حيث [2] >1 و28 دوع دد صحبح أو کسري موجب ونلاحظ أن اللوزء 


التحليلي عير موود ۰ 


یم النشر هنا دفررض 17 عه 2 فتصسحالحلقة المفر وضة هي 1 > ]| > 6 ويكون: 
N —N‏ سب 1 تحت 
=U (1— u)‏ ( 1 -- »1/1 ) = ( 1— 2 ) 


N(N +1) 


Nu + 217‏ + 1 ] اون س 


0*٩4 ... [ 


N(N+1) N+2 


Hg Na" FFA 3¬‏ “وات 


ا 


وذلك باستخضدام نشر ماگ لورن لذي ادن " ۳( 1) 1 وشتج من 
ذلك أن : 











1 ( 1 + ۲ ) لا 1 1 ۱-7 


مسب ان باس کته شب +N‏ 5 1 - 2 
2N N+ 21 ۲۹2‏ 


4 - 6 انواع الدماص الشاذة 
الثقاط الشاذة المدمزلة وغير المنمزلة : 


تدعى النقطة الشادة ه س ع نقطة شادة مندز له لشیم ( 2 ) ] ف تطاى 7 اذا 
آمکن امحاد ۵ < ظ محسث لا تحوي الدائرة ط - | 2 - 2] الواقعة ف النطاق 272 على 


تس ۱4۷ 











أية نقطة شاذة أخرى . ان ل يمكن ايحاد 0 < ط فنةول إن ج - 2 نقطة شاذة غير 
منعزله . نقتصر في در استنا ی النقاط الشاده المعزله . 


النقطة الشاذة المنعزلة التي تمكن ازالتها : 


ان لم يكن  (‏ ) ۴ معرفا في النقطة ه-ء وان كانت النباية  ۴)z(‏ <زذا 


<- 2 
مو حودو فنةول إن ۾ چ هي نقطة شاد تمكن إزالتها ونعرف قسمة التاسع عند ند 
بأنها ( د )؟ زا 
8 ج 

قبل البدء بمناقشة نوع النقطة الشاذة » يحب التأ كد من أنه لا فكن إزالتبا ويتم 
دلك غالبا باستخدام قاعدة لوبيتال . 

تصنیف النقاط الشاذة انتي لاکن ازالتها : 

ان‌نشر لورنت للتابم( 2 ) ۴ فی حلقة مر کزها النقطة الشادة النمزلةالی لاعکن از التها 
۾ = 2 يمكننا من تصنسفها : فلو أخذة في الشكل ( ٣‏ ( 0= و9 کون التابع [ )۲ 
تحلملما في النطقة احاطة بالداثرة ,1 باستثناء نفطة شاذة وحبدة هي 2 - 2 ويمككن 
امحاد نشمر لورنت التابم لاجل ,5 > | ه  -‏ | > 0 . وفي هذه الحالة لدينا : 


أولا ) القطب : اذا كان ازاز تيس قر لورت موا من عدن عدر د 
من الحدود أي اذا كان الجزء الرئيسي هو : 





۸۰۱ و ۸ ۱ ج وه ۸ -۰ ۸۵ 
ےی ے اس بت مس شب 
2-0٩‏ ) #۶( و -- 2 ) 1 و -- 2 ) ۶( ۵ -- 2 ) 


فان الذقطة ج - 2 هي قطب من المرتبة 8 . 


م ۱۹۸ - 


اذا كان 1 - ظ فالقاب دس ) ای من المركمة اليك 1 
واذا كان 2 - ه فالقطب مضاعف ( أي من المرتبة الثانية ) وهكذا . 


و اذا کان ۾ - 2 قطامن الرتمة « فان التايع a (" ) z(‏ -2) دصح 
تحلماماً في النقطة م د ع واا کي اذا کان ر ) ۴ غبر دود في النقطة ه - 5 
رکان « اصفر عده صحبح موجب یل (۶)2(ه-2) علا ف .+ 
فان هذه النقطة الشادة للتابع (41)2 هي قطب من المرتمة هم . ششج من 
ذلك أن الأقاط الشاذة للكسر الجبري العادي ( 2 ) ] ( وهي النقاط التي ينعدم فيها 
خر جه ) هي أقطاب فقط » إذ لو كان "( ۾ 2 ) عاملا من عوامل الخرج حيث : 


ESE, FF, o N ۱ ) درحة الحرج‎  ( 


فان ( 2 )؟ "(ج - 2 ) يصبم تحليليا في النقطة ج - 2 أي أن هذه لنقطة هي 
قطب من المرقية 8 . 


ثانا ) النقملة الشاذة الاساسية : 


اذا کان المزء الرئسسي لنشمر لورنت مولفاً من عدد عبر ره مس لنوت ۶ اي 


یھ س و 


(2-a) ` (za) 


. 


فان ۾ - 7 هي تقطه اشادة اما للتایم 1 


ب 198 تس 


زمره الس سس عسوي ز 8 ۲ 
مثال ١-١-5‏ : 
co 277 77 ۲‏ 
عين نطاق تقارب السلسلة /3 ج 
(RY) 2‏ 0 ۲۱۲ 
الحل ؟ نستخدم طريقة دالمبير فيكون٠‏ 
































277 ص)‎ +17 3 3/2 ZTE 
۱ Fei 6 : / ۲ £ e 
| 7 3/2 n +2 
۱ e ۹ ۲۳ 
عم).‎ + 32 - 27 
9 لتر “نيم‎ Cl € ۱ 
م‎ +2 4 
۱ - 27 
lin. Fn و مد ۵ ع6‎ 
۲ مس ج‎ Fp 
- 277 لا‎ ۱ 
فاذا كان 1 4 2 ای 0 4 فان‎ 


السلسلة تتقارب ومنه فان نطاق التقارب هو النصف العلوى 
من المستوی ۰ 

متال ۱-۳-6 

اوجد نشر التابع 72 526 بجوار الصفر حتى حد الدرج ةة 
الو ابقفا هبیتنا شور ط النشو. ‏ 


الصل:. 





ان اقرب نقطة شاذة للتابع 56672 عن مبدآ الاحد اثیسات هي 
ك2 متس نت وز ولك ا 
2 “و ق 


مت e‏ بی 


نان شسبرظ النشر هو > |7| والتابع تحليلي في هذا الجسوار 


فیمکن نشره فيه وفق قانون ماك لورين ٠‏ لدینا ۰ 


Els Se #(o) = 1 
۸ )7( - SER 2 E 9 (o) > 0 
/)±( = 592 . و1‎ + 5ê & 2 7 ره)‎ - 1 


26 < 50 5 + 5 ٩۵۵ 219 7 6 زم‎ r: 


| 


(1v) (v( 
ا‎ (2) = Sec ۷ .19 12 ,18Se 2 1 + 5 527 و (0)/ و‎ 


وبتعویض هذه | لسقییم في قانون ماك دورین للنشر بنتج ۰ 


Sec 2 r 1 ۳ 2 
2 21 





مشال 6-6[ 
1/2 
اوجد نشر لورنت للتابع 2 لحل هم 2 [ 2 ]| 2 10 + 


آالخسيل : 


ین 76 
للتابع نقطة شاذة وحيدة 77 
ا ی ۲ ۶ 


في الحلقتة القاگره 9 


المفروضة والمبينة في كرد 
الشکل المرافق ۰ ر ر 
ان مركزها هو النقطةالشاذة 0 و 


- 7 ونعف قطرها الد اخلي عدد. موحب تماما بینما تصسف 
قطرها الخارجي غير محدود ٠‏ 
بفرض ‏ ا اقح الل ج + 0 
I CIDÎ Koo ° 0‏ 
والتابع یصبم “ع وهو تحليلي دوما فیمکن نشره وفق قانون ماك 
دورین ( ای بجوار الصفر ) للحصول على , 


U 2 3 
> 6 


وبتعویض > لا نحصل علی نشر لورنت المطلوب وهو . 








1 
4 مسلبو ع ال وساي سود 0 
۲ *2 


ونلاحظ ان الجزء ,الرئيسي ذو عدد غير محدود من الحدود ۰ 


مكنال ق 


اوجف تشر لووشت اسع * 


1 


سس ا سی 72 
Ey‏ مس 229 لاجل ۱2-42 > 


الحسل »۰ 


قيم 2 التي تعدم مخرجه ای ۰ 
مب با مر لدي # ی ed‏ 
یه ۲۲ یب 


والشکل المرافق یبین 
الحلقة المفروضة 
والتابع فيها تحليلي . 
لايجاد النشر المطلوب 
نقوم بتفريق التايع 
الى كسوره الجزئية 





1/3 5 1/6 01 بر 
(z-1(-1‏ 2+(24( 2-1 


E) 


في الطرف الايمن نلاحظ ان الكسر الاول قد نشر حسب قوى  /‏ 2 
و اما شرط نشر الکس الثاني وفق قانون ذی الحسسسدیین هو 

| 7-1| 2 وشرط نشر الکسر الثالث هو | 2-1 > 1 
ولنشر التابع فمن الحلقة المعطاة > /2-17/> 4 بجب 


تغيير ترتيب الحدود في الكسر الثاني لنحصل على ٠‏ 


Hz) ا کے‎ 4 OIE 
877 REY (2-4-4 


5 YF سب‎ 


وشرط نشر الکسر الثاني یصبم 


EN  7‏ تي و 
اما شرط نشر الكسر الثالث فيبقى 2 i‏ 
والشرظ المشترك هو : 28 FEN‏ 


1 4 
زه ا ر ا ت ا 


| ا 





ز .ب وتيق]+ اجام لخ سوا 


2 7 


FF 7 1 1 0 
+7 + 7 3 ]تچ‎ 


سيو ع ةيب ل سيت 
*(1-چ) ` 3(-2) 


ج 4 2 - 1/3 


جر مس سس 


E e / 2 ۸ با‎ 


E a ees‏ اسر 
۷ 2( 7 


a‏ ۲ سب 


(2-4) 1 1/6 1/03 1/3 9 
سا سک فا سکلت سپس مد 2 (E‏ 
HEW 7 (Z-1) 2 28 7‏ 2 / 





٥-٤ مثال‎ 


الع ا ê‏ له عقف خاد منعولة 22:6 اك انه لله 
2 
الشاذة الوحیده > فتمكن احاطتها بداكرة مركزها م - تم ولاتحوى 


هذه الدائرة ابة نقاط شاذة اخرى ۰ 





التابع EE‏ 1 له عدد غير محدود من النقاط الشاذة 
2 





آذ تسكن احاطة كل منها بد اشثرة لا تحتوى على اية نقطة شاذة 
اخری » وقد بين ذلك في الشكل المرافق ٠‏ 

ولكن توجد لهذا التابع نقطة شاذة غير منعزلة O‏ => 
اذ لا يمكن ان تگون م 2 مرکزا! لد اثرة مهما مغر قطرس 
بحيث لا تحتوى الداعرة على اية نقاط شاذة اخرى ٠‏ 


— ۲۵0۵ مب 


فال ۶سه۲ 

2 :585 م1 
م 

ازالتها اذ ينتج من قاعدة لوبیتال ان . 


شاب سم نقطة شاذة وحيدة 0= <7 تمك نن 


Cos Z 52:۱ |‏ كن 


1 
2 2 در 


اما لسو حب عي ييه نه وحيدة ‏ ۵ - 2 لاتمكسن 


ازالتها اذ ينتج من قاعدة لوبيتال ان ؟ 


5 2 0 حي - )1 ام 


تمایق چ یھ 








J)‏ سس مسي تيو 2 بو ] سل ے قا 
7 7 
س گس تشه سای س سا ک 
6 2 2 


أي ان نشر لورنت لهذا التابح يحوى على القوة السالبة 
الاولسى فقط للتركيب ( ۰ -2 ) فالنقطة ه => هي 


فظن فق #المركية الأولين : 


F20‏ ا 


٣٥٤ متال‎ 
> N LAN SERS عي‎ 
) 22*22 +4 ( )2- 22 +2 ۳ 


E : '‏ التابع هو کسر جبری عادی ونقاطه الشاذة ( وهسسي 





قيم 2 التي تعدم مخرجه ) اقطاب تنتج من وضع 


(za «2 (4ب‎ )2 22 ( 0 


ای 0 د [(1-) -۶] [(6+۱)-2] [-2) 
ومنه 4 2 قطب من المرتبة الثانية 
)ا * / - 22 قطبان من المرتبة الثالثة 
وذلك لان مرتبة کل قطب هي القوة التي ترفع الیها عوامل المحرج 
بعد قتصلیله الی موامل من ارجا الاولی « 
مكال > #سهع 0 ال 
) 1/2 


i 58‏ را ین ۱ 
عين و صنف النقاط الشاذه للتابع 7 6 عد © 


سس سس 


الخسلد سابع نقطة شاذدة وحيدة لاتمکن ازالتها وهي 0 - 2 


ولتعیین نوعها نوجد نشر لورنت للتابع وهو . 


7/2 
a Kal aA 8 1 1‏ 2 
0 5 - أ )+ + وس + و جر + +1) ا 
4 + هب 2 one‏ = 
٤‏ 


ويما ان عدد القوى السالبة للتركيب (7-0 ) غير محدود فان 0- 7 
اس نقطة شاذة اساسية ۰ 
یجب ان نلاحظ ان نشر لورنت هنا بنتج من فرض ا = سل و استخد ام 


4 8 
نشر ماك لورین للتابعین € و U‏ 5۲ 
— ¥ 


مشال ۶سمسه 


عين وصنف النقاط الشاذة للتوابع التالية ۰ 


2 1/2 
( با +*2) (2-1) 4 + 27 
> ( کات U‏ ق ( 7 نر 
Sin Z‏ و 
2 
2 بر 22 
النحسل ۰ 
ِ و Laz‏ 
١‏ ان سس  .__‏ نن هو تايبع مركب من تابعين 
( +2( )2-1( 
L2%‏ 
قا : چ وهو تحليلي دوما 
4 


ومن -وھو تابع کسری جبری عادی 
(02()2-02+ )2-0 


نتقاطه الشاذة هی الاقطاب البسیبطة : 


(AE 
للتابع ب‎ 


1/2 


1 م - نه هو تابع مركب من تابعين هما 


1 + 2 
7 وهو تحليلي في المستوی 7 الذی حذف منه مستقيم 


ب ) ان 
1/2 


a oe rs 





2 5 5 ۳۹1 ۲ ی س 


الشاذة 1-- 72 للتابع 4 قطبا بسیطا له ۰ 


ج ) ان النقاط الشاذة للتابع .13 د عه هي ٠‏ 


Sın Z 





3 7۲ R= و#غ بوم‎ E2 


باستخد ام نشر تایلور للتابع 7 n‏ بجوار 7( - 7 


7 1 
جم ع م ور ب ا ا ا اال ۱ 
2 رع )سوب (٩‏ ۷( وس ۵ 2 on‏ 


= 1 
(1 (zk) - [Ez ....[ 


1 
r‏ (7-=)_ 
۲-1 بقع | ت 


2 عفر ر ره 
ا[ عع ,[...- عفر ] +۱ اا 








ك ٣Q۹‏ :ت“ 





هذا نتشر لورنت للتابع و نظرا لوجود القوة السالبة الاولی فقط 


لذى الحدين ( ۸7 - 72 ) فان النقاط الشاذة 7 ح تم هي 


/ 1 #_بر عه شفيع هرقي سی 95 


توابج مكررة هي ag‏ 
۱/۳2 


۲۳ - 2 فتکون التعاط الشاذة ۳ 2۶ اقطابا فسن 


المرتبة الكالكة لتا بح سرير 2 


ك 
ه ) أن 1 E‏ عن تابع مركب من تابعين هما 
on Z‏ م 
سره 
م 1 
0 - 2 كما راينا في المثال عسم۲ فتكون النقطة 
الشاذة 0 -72 قطبا مضاعفا للتابعم ها وتگون النقاط 
7 / 
آلشاذة لمم و 2 , # ع بح 4 5 7 یبد 3 آ و اسنا 


سد ۲۱۰ ص 


متال عم 


دائرية مركزها النقطة الشاذة مبينا في كل حالة نوع الشذوذ ٠‏ 





7z 

ge © 0 07 

3 05 

2 تم‎ 4 PE ۰ 

الل . 

۷ أن jê E‏ 
تابع كسرى ذو صورة ومخرج تحليليين وان القيمة الوحيدة التي 


تعدم المخرج هي 0 - 2 وبما ان الصورة لا تنعدم فيه ا 
فتكون 0 =2 نقطة شاذة لاتمكن ازالتها . 
في ۱ EE‏ الد ائرية التي مرگزها 0 يكت 5 شخ ام 00 


وب 
ماك لورين للتابع © ان ٠‏ 


3 2 5« 1 
رس )رو - که ردپ 


.. 1-1 
جزه تحليلي + لگ بل 
2۶ 





/ . 


= ۲۱١ مت‎ 


الثانية فقط لذى الحدين ( 2-0 ) فان النقطة الشاذة 0 - 7 


54 


ب ) ان ا ج 
۶ مرك م 


تابع كسرى ذو صورة ومخرج 





اق 6© # هى تقطف شاذة لا صقن از‌الشها . 


: x 20 ° 


مسب ۲۷۱۲ مت 


2 2 


| سب 03 س ل وس وس + 7 + ۸) 7 Bin‏ 
2 5 
> ا eS, Sm‏ 
عاد سوه 
تس وی میس ا وید سند ےک ا 
ET +‏ + رت 





بها ان الجزء الركعيسي لنشر لورنت يحوى على القلب وة 
السالية الاولى فقط لذى الحدين ( 7-0 ) فان النقطة 


الشاذة 0 - 2 هي قطب بسيط ٠‏ 


مت ۲۱۳ سس 


0 ۳ 2 من 
! | عن شطاق تخارب السلسلة ( ۰ یی 8 (2۰۳۷ + 








سم 
0۵ < ۲ 
الخو اب + ۰ ۶ که ار و“ 
۷ 0 عق 1 2 
۲ ( عين نطاق تقارب السلسلة لح نیج 


الجواب ۰ 0.75 5-1-25 


۳ ) عین د اشرة تقارب سلاسل تایلور الناتجة من نشر التوابع 


_ 1 22 5 
و کی‎ ( 
4 / )2+2()-1( 
re) E sS 2 - ) ب‎ 
Sin T 72 
الجواب‎ 


ِ 1 1 
€ ( اوجد نشر تایلور للتابع 7 05) بجو‌ار 7ت ۶ هبیتا شسسر ط 
التشثر + 


6 4 2 
الچهوانیه ,ے12ے 7ے 7ے 4 
/ 6 !با 2 


ی 1011 © > |2 22 | 


مس ۲٩۱‏ مب 


۵ ) عبن جميع حالات نشر لورنت للتابع 


1 
(2) EDE ) 


فی «لقة مرگزها النقطة الشاذة ۰ 2-60 شم اوجد هذا 


النشر لاجل ‏ 2۱1 280 مبينا نوع النقطة الشاذة ٠‏ 


الجواب 
قت 18 | # 4 ع .8 86 81 كه 8 بر 4-1 قبل > 9 


تنب لع 0 004 32 0 


72 9 /6 3 








1 ( اوجد نشر لورنت للتوابع التالية في حلقة مركزها النقطه4 


دة 6 - 7 مبينا في كل حالة نوع الشذ‌وف ٠‏ 








1/2 ۱ ٠ 

1 ی‎ Z -Sın Z 2 

ال سس تس لاس )0 © ر (z‏ 

ء: / ۱ ۳ 

) 30 1 كبر د ) صسسيي ت 

Zz ۹ 

الجواب ٠‏ 
ب 2 

7۲ ) نقطة شاذة تمکن از التها ر ممه سيب لل 
4 57 3 

ب ) نقطة شاذة اساسية ول + 1ب گت + + .۰ 


وت 1:60 ۲ يت 


۲ 0 تشاذقة للتوابع , 
| عین وصنق جمیع النعاط افشاذة التو 
۷ عین وصنق < 





۱ ( 7 
5 5# ° ب 5 
ا 2 ١‏ 5 
Ee Û‏ 
۶ .48 ۲ موی 
1 
E 3‏ 
0 ف اساسية 
۲ ) 0 ص 2۶ تفظة شاذة ۱ 
أ 


قطاب بسيطة 
حیبث ...۰و د 2 ظ 
ج ) 77 4 << ۶ 2 
` 
و تة اه 
8 ھر کا د افطل ای 
د ) & سے نا 
قطاب تستبطة 
k‏ 8 3 بي لطاع ا وكلهاا 
ھ ) 


ه ‏ نظرية الرو اسب 
ه ‏ وراسب تابع في قطب أو نقطة شاذة أساسية 
تعريفه : 


لیکن ( 2 )+ تحليلياً في اللنطقة المحاطة ,الدائرة '1 باستثناء القطب أو النقطمية 
الشاذة الاساسية الكائنة في مر كز الدائرة ه > 2 . ۱ 


قا 1 ظ نصف قطر هذه الداثرة فان نشر لورنت ضذا لتابع لأجل 


,5 > | وه - 2 | > 0 هو : 


۸ A 
) 8 مقحه 2 ...ع ( ب ) 1 ل قد‎ 8 
۱ ee نت‎ 





+ وش‎ + Ay (3# — & 


يعرف ,_ 4 بأنه راسب التابع ( 2 ) ۴ فى النقطة ه - 2 ویرمزلهبالرمز م" وقمته 





)5۰1۰ 2 ( سس وا مب‎ E e E 


1 7 2 
حسث ۲ دائرة مر کزها هج = < وتقع داخل 1 . 
طرق حسابه ؛ 
ان احاد الر اسب باستخدام القانون ( 2 1. 5 ) معقد غالا » واذا نلحأ الطرق 
التالنة : 


تک 


مت ۲1۷¥ = 


اولا ) طريقة النهايات : وتستخدم عددما يكون التابم قطب ود عامت مرثبته 
سلفا ( كا في حالة الكسر الجبري العادي مثلا ). 


اذا کان القطب من الرتبة الاولی ( آي القطب بسط ) فینشج من (5۰1۰1) 


بالاقتصار علی قوة سالمة واحدة للقر کمپ ( ه  z‏ ) أن : 


)5.1.3 ( ,هس و۲‎ < lm [(z-a)f(z)]: 


2 + ,7 
أما اذا كان القطب من المرتية د فينتج من ( 1 .1 . 5 ) بأخذ 0 قوة سالبة أن : 


dan73 
(n—1) ! 0 1 








(5.1.4) ry =A_,= lim | ] ) 2 - (۳۶۶ | 
خ‎ 2 


جخ ,۸7 
ف االات و ۱ 


ملاحظة : ان الر اسب فى الحالة العامة عدد عقدى وقد يكون صفراً . 


۵ - ۲ نظرية الرواسب 


اذا كانت هم منطفة محاطة بالدطاء الفلی ۲ وکان (2) ۶ تابعاً حلیلماً ‏ ج 
استثناء عدد محدود فن الاقطاب والتقاط الشاذة الاساسة ج ر ك ريد ر به الان 


داخل 00 فان : 


2 3 


) لب .4+4 لد ۳) 251 << 2 0 (2 ) ] 4 
a, 2‏ 5 


N 5 


نت ۴ و ا 0 0 هي على الارتب رواسب التابسع ف النقغاط الشادة 


ووه 3 و2 9 21 ۰ 


۲۱۸ سس 


فس أن الاسظ أن م منطقة دسبطة الا تصال » لأن "] منحن مستمر > کا أن 
التابع تحلملما في كل نقطة من ©2) . 

البرهان : نحمط كل نقطة سادة 
بدائرة مر کزها النقطة الشاذة 
( الشکل ۱ ) وعا آن (۶)] تحلملی 
ی النطقة احاطة ذه الدواثر 
الاولى انظرية كوشي أن : 





(2 )4 4 .. +2 (۲)2 5 +1)2(02 4 < 42 (۲)2 ۶ 
دآ 3 ۳ `[ 


ولكن من تعر يف الراسب ۲ 2 اانهطة رج لذا : 


1 


4 ۲) 2 ( 42 > 2 2 1 ۳ 
0 2 


1 


ورذلك باستخدام القانون (2 .1 . 5 ).نکرر استخدام هذا القانون‌فنحصل عی : 


N 


) ود ...4 ود )271 عد 2 1 ( 2 ) 1 ۶ 

a ۳‏ 81 1 
ه - ۳ استخدام نظرية الرواسب في حساب التکاملات اخقيقية 
ان باب التكاملاات الحقمقمة البسدطة الح ددة الي من اصعب ۳ المستحمل 


ب 5١8‏ بت 


اا بطری الکامل العروفة فى التحليل الحقيقي كن أن يتم أحياتاً باستخ دام 
نظرية الرواسب » وذلك باختمار تابسع واطار مغلق ( آي منحن مفلی ) مناسبین ۰ 
ان اخشارها قد بکون معقداً » وذوره فيا يلي آکثر الانواع شيوعاً . 

مخ الیدیچی أن الجواب النبائي يجب أن يكون حقعقباً مادمنا نحسب تکاملات 


چ قق ۰ 


۱ 2 
را ) حساب و 8 ( ۵ ٩18‏ , 8 604 ) ع) ا 1 


نظرية ١‏ و اذا كان ( ۵ طلو , 0 cos‏ ( © تابعاً گس نا ا عاديا 2 
sin | , COS §‏ وذا قسمة محدودة لأجل جميع قم الزاوية و ف احال [ 7 2 , 0 ] وادا 
كان ( 2 ) ۴ هو التابم المقدي الذي غصل علبه بتعويض 9 1ء = 2 فان : 


I=2 7i ۱ 
Eg FS Fa FRE, ) 


N 


izi i, e, 2 7 -‏ 
الل ال * هي رراسب التابع (2) ۶ في أقطابه . و9 و 1 


51 
المكائدة داخل الدائره 1 ع |2 ] . 
البرهان ۾ ان الاطار ۲ الذي 
اعترناه هنا هو الدافرة 21-1 | 
( الشكل ۽ ) وعلى هده الدادرة 
یکون ٩‏ آم 2 حدث ۵ تتحول 


من 0 آل 2 . من هد | العو دص 





منج + 


١ س‎ 





= ۵ 5108 و 6 وی و 


-1 __ g1 
م‎ 2. + 72 2 7 
7 2 2 1 


والتایم 0 بصبح الکسر البري المادي (2)# المحدود على ۲ . فلدینا ادن : 


67 ۱ ۲ 2 
مد (2) ۳ م - و4 (وصذه , 56م ) 0 ر 1 
2 1 1 - | 2 | 0 
4 ( 2 ) ؟ 4 = 
1 -- | 2 ] 


eel ad‏ وهشو كسر حبري عادي لوه على '1 ونقاطه الشاوه 
E‏ 


أقطاب فقط , بتطبيق نظرية الرواسب ينتج المطلوب . 
م +4 
ثائنا ) حسا I~ f d‏ ف ( × ) اتام کسر ع ج عاده. 
يا ) حساب 4۶ (5)؛ . ] -1 حیث (<) اابسع تسري ري ي 


نظرية ۽ ؛ اذا کان ( 2) ۶ تابعا تحاءاء) في النصف العلوي من المستوي العاندي 
باستثناء علد محدود من الا قطاب عبر الواقءة عل احور الحقيقي » واذا کار 
0= ])2 ۴ي اجال و > ( 2 ) 2۳6 > 0 فأن 1آ هو ناتج ضرب 271 


محموع رواسب الایسم z(‏ ) ۴ فى أقطابه الواقعة بالنصف العلوي من ااستوي المقدي. 


البرهان : ( )۴ هنا هو التابع الذي نحصل عليه من استبدال × بالتحول 
المقدي 2 . نختار الاظار ,1 + ,1 - 1 المسين في الشكل ( « ) محيث يحوي مته 
جسم آقطاب التابسم (2 ) ۶ الواقمسة بالاصف العلوي من الستوي العقدي . إن 
,۷ هو نصف هاثرة مر‌کژها النقطة ۵ - 2 ونصف قطرها ۸ و ,۲ هو 
القطعة المستقيمة المنطيقة على حور السینات والمتدة من ۸ الى ۸ . 


۷ س 





الشکل ( ۳ ) 


اذا كانت a‏ ۶ 9 رواسب الثايسم ( 2 ) ؟ في أقطايه ب ۰« و2 , 81 


الواقعة داخل '1 فينتج من نظرية الرواسب أن : 


رح ۲ + ۲ ) 2۳۰21 4 (2) 1 +۶4( 1)2 ] ع 02 (<) 6۶ 
٩ ۶ ۱‏ 1 د ۲ 


أي او 


N 


18 4و ۲ 4 
) م۲ ۲ ۰۰۰ ۲۰ + ۲ ) 71 ۰2 ۵ 10( 6 ۸ ۸ +۲( ۲) 11 
3 1 0 


ومحمل مه + فى بکون : 


۳ ۱ ۷ 8 14 
)1( ( f(x)dx+lim fAe f(Ae (10 


0 من ج A‏ 0 س 


2 51 )۳ + ۲ + ... + ۳۰ ( 
21 ج14‎ N 


مت ۲۲ - 


ولکن فر ضا ۵ [ ([ 2 ) 21 ] 130 ی امحال م > ۵ که 0 


e o‏ ب2 
اي آن lim [Ae f( Ae 9)] =o‏ 
ص ج A‏ 


ففي هذا ا ال من قم ۵ یکون 11 > | ( 0 أع خ )0۴ء ۸| حبث N‏ هو 


7 ۱ 5 
lim | ) ۸ 2۳ ۸ (۱ 0۵۱ > 


م سس جه مر 


۰ ۰ 7 
lim ۱۸۰۲۶۱۸۶‏ 
0 مم ج ۸ 


9 عد [#* ۷ ] lim‏ < 
وم چ A‏ 


أي يعدم التكامل الثاني من ااملاقة (1) لانمد ام طو لته و سج الطلوب 


التاليئن : 


- درجا صورته أقل من درجة خرجسه بدرجتین ی الاقل ( محبث یکون 
hi ] ۶ ۶) ( [| << 0‏ ( 


م0 و × 


الحقىقي ) فان : 


+ مه‎ 
۱ 1) ۶ ( 1 ۲ « 271) 4 +. +F, ) 
2 22 


پ2 ص س 


۲۲۳ 


82 


9 a 
N 


م + 
f‏ =1 
0() .سس 


الا ) حساب 1 ( ) 1 . حط cos‏ 


حبث ( ۰ ) ] هو تابع كسري جبري عادي و 0 < ص . 


۰ ا هي رواسب التابع العتقدي (2 )في أقطابه 
... , وة , 84 الواقعة بالنصف العلوي من المستوي العقدي . 


0 + 
۶( )۲۰ 3 هلو ] I=‏ 
0 سب 


نظر ية ۳ : اذا کان ( 2 ) ۶ تابعاً تحلسلما في اللصف العلوي من الستوي العقدي > 


يا سما ء عد دود من الاقطاب عير الواوعة على امحور الحقمقي 53 و ادا کان 0 > m‏ 


lim f(z) وکان ۵ —=ھ‎ 


6 و چ 


ى الال > > (2)ع<ة که 0 فأن ,1 هو الجزء الحقيقي 


النصف العلوي من الستوي العقدی » سنا ,1 هو الجز ء التخيلي هذا الناتج . 


البرهان : ان التایسع ( 2 ) ۴ والاطار 1 هما التاسع والاطار نفسیما الواردین في 


النظر ده ۳ ۵ اذا كانت ۳ 9 e‏ 
آقطابه الواقعة خن ۲ فان : 


1 7 ۱ 
0 هي رواسب التاسع Fis)‏ ۳ ل 


و۶4 مه ] دورو ۳ ۵ -2(۵2) ۶ ۳ Fe‏ 
و" 1 PT‏ 
FF |‏ .+ 41 ۲) 71 2 عد 
م8 22 21 
أي أن : 


e A Ê 
EAE era fuad avs 


و ” ۲ 


ب كد جه ۲ ]2351 
22 214 


مس 5 ۲ ۲ سب 


وحمل مه ج ۸ ننج : 


+ OO : 1 
)1( ] ۰ ۳ ۳۳)( ۶+ صزا‎ ] » 


۱ ۱ 9 ۱ 
وو ووا ا د ۵8 


ات موه > مد مه +r‏ ۲ ) 7:1 2 
و2 2 


N 
: ولکن‎ 

۱ و ۱ ۱ و ۱ 
ات سس و الم ر ورام سن | (زد) 


ومن الشکل ( 4 ) نری آن : 





2 
کے < و واه عندها ‏ هد و > 6 
11 2 
وصمه + 
ا ل 0 2-5 
گے ص 
A e‏ 
الشکل ( ؛ ) 
يا أت ۶0 (۶)۶ "11۳ و ا د 1:6١‏ ۱ 
و سس فرضاً فان OF ) =o‏ 
أي أن : 
۵ 1 
(iv) |] )۸ ۰ (۱ > 7‏ 


حيث و جه M1‏ عندما م ج ف ف المجال > > 6 > 0 . 


حت ۲۲۵ مت 


استخدام (11 ) م ( ۷ 1) ينتج + 


0 1 
۱ هرا ا ري ا 
0 


> 0 
0 





6 «زه ۸ ۳ - 3/2 1 
e 3‏ 1 8 و کی و 
0 0 
x22‏ ۳ 7/2 ه 2 
۵ ۲ ۳ 8 و اه که و هر ag‏ 
0 0 
m A‏ — 
1 ا 
mM‏ 
و ممه 


-- 90 A 
lim بل‎ = Jim ES la m 2: 3 اح‎ 
A مج ج‎ A وم ج‎ 11 


اذ أن 0 < ص فرضا » م أن 0 ج MN‏ ۱ 


وهكنذا ری أن الشکامل الثاني من العلاقة ( 1 ) ينعدم لانعدام طويلته . بمطابقة 
الاجزاء الحقيقية والاجزاء التخيلية من نائج العلاقة (1) ينتج الجواب . 


سس ۲۲ پس 


نتيجة : ادا حقق التایم الكسري الجبرى العادي اطقمقي ( ۶ ) ۶ الشر طين 
التالمين : 

درجة صورته أقل من درحة مخرجه بدرجة واحدة على الاقل ( حسث یکون 
6 - (ع)# صنززل ) 


0 ج و 


مخرجه لا ينعدم ( لكي لا توجد أقطاب للتابع العقدي ٣ 2۴) z(‏ أع على 
احور القيقي ) 


مه + 

1= f cosmx.f(x)dx=Re[3ri(r +r +..+r, )] 
ص‎ a پم 2 و2‎ 
ل‎ 0 

1= ] ۵10 ۱ ۲ . ] ) ۶ ( ۶ 1۳ ] 2 1 ) ۴۳ +۲ +. +۲۰ ( [ 
سم‎ 60 81 23 “e > 


مت 3 و ۰۰۰ 3 0 5 هي رواسب الام المقدي ) 7 ا 12 5 في أقطابه 


N 


2 , ... ,و2 , ,2 الواقعة بالصف الملوي من الستوي العلدي 


N 


رابعاً ) وجود أقطاب بسيطة على اور الحةيقي للتابع (< )۴ الوارد في 
( ثانیا ) و ( ثالها ) : 

اذا وجدت للتابع ( 2 ) الوارد في (ثانياً) و (ثالثا) أقطاب 2 , ... , ره واقعة 
فوق احور امحقدقي » و كذلك أقظطاب بسيطة 8 , ... , و واقعة على احور الهقيقي > 
فائنا نضم تسننات في الاطار ٣‏ وهذه السننات پشکل انصاف دواثر ۲ , ... , ,۲ 
بحيث نتجنب الأقطاب على احور المقيقي وذلك ك نف الشکل (۵ ) . 


مت ۲۲۷ مب 





الشكل ره ) 


وحمل أقطار انصاف الدوائر ," , ... ,1 تنتبي الى الصفر ويحعل'؛ مه ج ۸ 
واذا کان (  )‏ كسيراً جيريا عاديا تقل درجة صورته عن درجة مخرجه بدرحتين 


على الاقل فممكن البرهان على أن : 
66 عل 
Fo FF (+‏ ۲ )1ع 2 ع f (x)dx‏ ( ( 1 3۰ 5۰ ) 
N‏ 5 7 ع 


و غ بے اا "اا 


حدث و 3 قبي رواسب التابح المقدي ) 7 ( f‏ ف اقطابه العلوية “بها 


N 


۰۶" هي رواصب هدا التابع في أقطابه البسيطة الواقعة على الحورالقيقي. 


كذلك اذا كان (* )م كسراً حبرب) عادبا تقل درجة صورته عن درحة مخرحه 
بدرجة واحدة على الأقل فيمكن البرهان أن : 


مس ۳۲۸۷ مب 


00 4 
ديا ل ( )12۰1 608 ل 
0 سب 


Re [2 «i ê 1 557‏ 
م ا ل يي ET‏ ات 


)5.3.2 ( 


00 
ب 1 ( 2 )1 ۰ 1۳ 58112 1 
0 سب 


Im [2 ri ( ۱ 15 له ]| 0ه | ليوط ف‎ a 

حسث ‏ م3 : ۰۰۰ ,1 هي رواسب التابع العقدي ( ,)ع 2 5 ثم في آقطاہه 
العلوية » ينما م5 ,5,00 هي رواسب هذا التاسع في أقطايه لنسیطة الواقعة علی 
احور المق.قي . 
OO‏ 


كاما ا عياب dx‏ كاي 


ل حهه 


حيث (*)] هو تابع كسري 
جيري عادي و م عدد كسوي : 
نظرية : اذا كان ( 2 ) ۶ تحلمل] في المستوي العقدي باستثناء عدده محدود من 


lim [#f(z2)]=o0 + lim [2° f(z2)]=o 


م26 چ 2 0 ج 2 


1 


سگ مقرريا 


۱ > 0 1 سب 
۱ م 1 ينأ e‏ 
حبث »2 که ( 2 ) ع:ه > ۵ فان 1 ؛ وي > م sin‏ 


عمجمو رو اسب التایع ۱1 م ف نسم أقطابه ۰ 


ب ۳۳۲۹ مه 


1 نا سس 1۳ 


امین ق الشکل ( ٦‏ ) حدث ] داثرة مر کزها 0 < :7 ونصف قطره ا هْ و و۲ 
داثرة مر كزها 6 ج» ونصف قطرها 8 بنا '1 قطعة مستقسمة منطبقه ة على عور 
الشات الموجبة و × = z‏ عليما و ,'1 قطعة مستقيمة منطبقة أيضاً على >ور الس.نات 
ولکن 5 3 لے ۽ اج علمما > وهاتان القطعتان الستقمتان منطقتان على همستةم التفرع 
× م للتایم ری ما وقد رمتا متباعدتين للتوضسح فقط » على أن نلاحظ أن 
التاببم معرف لأجل ۳ > (2) وته > 0 فقط » لذا فلا کن عبور مستقم التفرع. 
لتابع ي )مر نقطة تفرع 0 = 2 وله فرضا آقطاب ,2 , ۰۰۰, بو غير واقعة على 
الجزء الموجب للمحور الحقبقي . لتككن پگ ےھ رواب التآبع : . .ب اج 


في أطابه فینتج من نظرية الرواسب آن ؛ 





ا ع و اسل ون اس 1 و î‏ 
I 1 4‏ 


ع و اع 1 ا سي او 
Fs 1‏ 


۳ 1 2- 
و FE‏ ۳ 
أي آن 
ig‏ 8( گم YF‏ أ ىر ره 816 84 f‏ 
B A‏ 
+r‏ 4 ۲) 1 2 < و] - ,[ 
N)‏ 21 
R‏ 2 
ا ۸( 8) ۳( (Be‏ با 
0 
/ . 2 
ar Ke FP EAE id‏ 
0 
ععل ص ج ۸ ۲ 0 8 وءا آن 0 جل ,1 ۹ ۵ ج ,1 ¥ سترى 
أوناد فاك : 
۱ 0 + ۰ 1 ص + 
1 الاي PTT‏ زو ۰۳ I‏ 
0 0 


س ۲۳۱ مب 





| م ل 
r‏ سل سل x f(x)dx = E r‏ 1 
RRP ¥ 21 An‏ 1 0 
حدث 
r ( 21‏ 1 2 
۴ دم 9۴ اج 5 2 آم * 228 لى و 
17 7 





sin 0 7‏ 
نبرهن الآن على تناهي ,1 , ,1 الى الصفر . لدینا فرضاً آن : 


lim ۲ 2 Els =0‏ 
@ ج 2 
أى أن : 


lim [(Be ®) ۶ 8 م-ررة‎ 
3 ج‎ 0 


ومنه فان 0 = ,1 lim‏ لانعدام طويلئه : والفدنا فرضا آن : 


۾ ج B‏ 


lim ۲ 2 ۲ )2( 7 =0 


ون هه ے 


أي آن : 


ع لذ )| lim‏ 


و مده وان 0 — ,1 lim‏ لانعدام طوداةه 1 


مه ج ۸ 
نايجة : اذا کان ۵ عدداً حقیقبا کسریا » وکان ( ۶ )۶قبعاً کسریب] جبريا 


+ LIE عاد عقی اشر و ط‎ Li 


lim [x f(x)]=0  ~— 


0 ج × 


lim [x "f (x)]=0 5 


ون ات ۶ 


خد ور سوه ۷ مهلام لاحل ارة قدمة موحة لامو ل 1 فان 1 


مت اس 00 
ل FE‏ د بغ * 18 م سس شب SLIT‏ 3 ۱ (5۰3-3) 
0 


sin 0 7 a, N 


ووم مسا ال و... و ۳ هي رواسب التابم العقدي ) 2 3 وس ف جمسع أقطابه . 


ااا 


مئال ها ١‏ 
۱ 4 
أو < | سب ا تیاب ت ۳ 
وجده وق ج ( )23 20 
الا : 
۱ ۶ 
ان التابع 7 ی /)z(‏ هو کسر حبری 
( 2-4( + 2) "(ع2) / 


عادی ذو امخال حقيقية . ان نقاطة الشاذة هي اقطاب وله 
قطبان بسیطان 6 ± ج وقطب من العنرتبة الثالگة" ۵ > 2 .۰ 


باستخد ام الفانون ( ۰1۰3 ۶) یشتج ان الر اسب في القطب البسیط 


گے E Hn‏ ۱ 44 م۲ 
2 زر مرج و )و 9۳ 0 


ت بر قي + 





والر اسب في القطب الاخر هو مرافق هذ! الراسب ای .1 - r‏ 
باستخد ام القانون ( با (Dal‏ ينتج ان الراسب في 000 
الئلاشي هو ٠‏ 

8 ا 38 ا J - i‏ ا ا 5 
°| ع 1 ا) 022 2 | ده 

متال م[-۲ 
اصب رواب لایع ی ي 


الحسل ١‏ بدون النشر لانستطیع معرفةمااذاكائت النقطة الشاذة 


الوحيدة 0  -‏ قطبا او نقطة شاذة اساسیة ومن نشر ماك لورین 


للتابع ¥ مرک ينتج , 
س 575 هم 





مم وس يي ی ۳0 0 ۳۳ 75 . 
I20 3040 7‏ م 2( 

















1 بل ا + و 2 4 


جزء تحليلي ۹۹ بسک 








فالنقطة الشاذة 0 =7 هي قطب من المرتبة الثالثة وقيمة 


الراسب فيه 2/0 5 
مشال م۳۲-۱ 


التحل: .۰ 


7 لس 5 


ان الثقظة الاك آلوخياة هي 4ب و وتضطن تشر 
لتحدید نوعها وحساب قيمة الر اسب فبها .۰ 





باستخدام نشر ماك لورين للتابع لا 65١6‏ حبث ت 
e‏ 





ما ينتج , 


مت ۲۳۵ مس 





 6(2-4)3 ' 1202-13‏ 7-7 و 


1/120 1/6 1 


له و وی بت ا 


(Bey ° 2 - 1‏ 0ن 


1 


فالنقطة ‏ 7 - ي هي نقطة شاذة اساسية وقیمةالر اسب فيها ٠‏ 


مشال مس(۱مع ۱ 
خ 
احسب رو اسب التابع EE‏ ۳ ۲۳ 
1 ند زر 
الحل , 31 LE‏ 


ان . © ل سن هوقو تايع مركب من شا سکن 9 


2*+ 


۱ ۰ و 1 
۱ 1 +72 





جبرى عادی اقطابه البسيطة هي 7 ا چ 
النقطتان الشاذتان ] + 2 للتابع سسا اقطابا بسيطة لهذا 
التابم و لاحاجة للنشر هنا قن يکت مى تفاي از 3ق 1ع 5 ) 
ان الراسب في القطب البسیظ با 2 22 هو . 
ي 5 is do (J‏ 
ai (Z-i)(Z+i) 2i 2e‏ 





س ۲۳۲۱ سب 


مال کس 


احسب قيمة التكامل العقدى 





2+1 
الدج ۱ ۰ : 1= [z-1|‏ 
للتايع الكسرى الجبرى العبادی گت ا | ااا 
۹ 1 حك 2 
6 5 37۳/6 ۳/6 
Tr/6‏ 617 ۹7۳/6 
6 2 


عغ م و 


ولکن القطبیین 7 و بت 
فقط بقعان داخل الداثرة 
۸^ - 41۱ -2| کم هو 
مبین في الشکل » امس 
الاقطاب الاخری فتقع خارج 


الد اغرة وتهمل ۰ 





يتنج 4 
۰ /07) 
اا کا عا ہے طط = 
وج 7 625 z6‏ قب 5 e‏ 1 


جح ۲۳۷ مب 8 





"۱۱6 
ب‎ = Ê ِ ۱ 
0 e z° +1 6 EE 


5 6 
8 


6 و« 7" 2 


ان الاطار المفروض هنا هو منحن محدد موجه مغلق وصقيل ( لانه 
داشرة ) والتابع تحليلي في المنطقة 1 > |2141| باستثناء 
القطبين البسيطين ,2 ر ,2 داخلها , فتتحقق شروط نظرية 
الرواسب كافة ويئتج منها . 

NE ي‎ ۱ 


6 
2 77 o ZE gl 5/9 TE ال مر 5 ) 57 5 ده‎ 
2 ( 6 3 5 1 


گ) 70 2 7 








TL FF Ra FF 77 am, FE 
القوة ب اه‎ € SR C5 بر‎ U SIRs 
5 م تست‎ 20 





ا _ سای تا = ) Cos‏ چ ا کات 
6 2 3 6 3 
مشال ماک 


احسب قيمة التكامل العقدي ‏ :042 jE‏ -2. 


21 || 
تس ۲۳۸ بت 


1 
للتابع نقطة شاذفة وحيدة 
لا تمکن از الستها هي 0 < رم 
وهي تقعد اخل الاطار 1-|2| 
المبین في الشکل المر افق ۰ 
نوجد نشر لورنت للتابع 
في حلقة داثرية مرکزها 


0 = × فیکون . 





(+) A) = (2+) + 


1 
2 _طثلقلي .... - 


زر مد « ليم 2 


م پ 





Zz 
إاذن 0= ۶ نقطة شاذة اساسية وقيمة الراسب فیها ج‎ 


باستخد ام نظرية الرواسب ونظرا لتحقق شروطها كافة بتتج , 


F بسذ‎ 2r 3) 3 BFE 


متال م٣٣‏ 
E a‏ 7 
أحسب قيمة | مل ى مشب سس وج ت۱۳ ب 


2غ م5 2 7 
حيث '/ هو مربسع 


۲۳۹ مت 


| 
دم 
+ 
بم 
دج 
وا 
دح 
i‏ 
کچ 
دم 
ع 
3 
ب 


مت که 

رو 1 لي 
تقاط شاد( 2ب)- 2 ۱ 
E 2s‏ 4 8 ,8 ه 6 
ولگن توجد اشنتان فقط 
قراخ التمویج. همست 

2 =1 .اما 


النقاط الشاذة الاخضری 





فتهمل لوقوعها خارج الاطار كما هو مبين في الشكل ٠‏ 


ھا واي آي 72 - 2 ننشر المخرج وفق تایلور لنحصل علی: 


2 
۳ د ج) كد 3 ع2) دم( -2) - Caê E‏ 
8 082-7 نق-۰ | بخ 
E 120‏ 





مس ع ۲۲ مس 


جز ۶ تحليلي مگ سب تا 2 





CoS Z 7 - 2‏ 
اى آن قيمة الراسب في القطب البسيط لك - 2 هي سه ۽ 
لحساب الراسب في = 2 ننشر المخرج وفق تایلورفنحصل على : 
mM 2‏ 


CoS Z (2+3 (- 2+37 + + اط 7 ) مور‎ cone 
4 


_ 2 ۳ لد +ع‎ (a+) 
21 زب اد تخت‎ 


EE. 4 1‏ ا "ریق ٠+‏ | جد - 


چم مک هی ب 








ان الاطار والتابح يحقفان شرو ط نظربة الرو اسب لان الاطار منحن 
محدد مغلق موجه صقيل جزشیبا ( لانه مربع ) بحیط بمنطقه A‏ 


د اخلها وينتج 1 ۱ 
د (2+ 2-)70 2 ا 


وتجدر الملاحظة ان التکامل بنعدم رغم ان للتابع نقاطا شاذة د اخل 


e‏ س ا ت 


فتال ف 


| > : !| لكافل ]1 قبة 


27 
de‏ 29 9 | 71 
6۵5 با - 5 
0 
الحل ۰ 
ان التابع أت م وق 2 0 انق فروظ الفطوی._ 
صمي بحقق شرو ۱ 


( ۱ ) لانه کسر جبري عادي في 9 5م) ومخرحه لا بنعدم .۰ 
بالانتقال الى المتحول العقدی م یکون ۰ 
کک 
۹8 بجوم 
FAMILIE. 0‏ ۱ 
ج كيت 
21 || 
2 
dR‏ 1 - میت و 


5 تکوم ویب‎ ۱ LZ 


سے 


2Z 
۳/1 
زور قوم‎ 272 dz 
22“ ]5 "* للدعه‎ Lz 
2-1 
- 1 2 گ‎ 02 
انب 2.5 7/2 با‎ ( 
/2/- 1 


مت ۲ ۶ ۲ مت 


للكسر | لجبری العادی 


ENS 24 1‏ 
لع 2 لس ةع )2 


اقطاب هي ٠»‏ 
3 قطب مضاعف يقع داخل الاطار فيحسب الراسب فيه 


من القائون 0ك 1 5 2ه 5 قطب بسیط بقع 3 ايل 
الاطار فيحسب من القانو 


ار و 9 ه 


2 - 72 قطب بسسیط 
یقم خارج الاطار 


٠. ويهمل‎ 


[ ی 
7 لاه ج 0 ln‏ 


زب [ 2 الب 2 ) [8-92:5)-( 9+ ۶ 2ه بویا 
2 


۲ بت 
عو 2 لاق ب E‏ 


وج بر 


) 2-05 ( )2۳+4( ۱ _ 8 
6 


مو - 
( 71-2 ) ( 7-0۰5 ) 2*2 5 ب 2 
وحسب النظرية ( ١‏ ) يكون ٠‏ 
ت ا E. BFE ala‏ 
6 0 6 بر 1 1 
مثال م۲-۲ 
مه ب 
احسب قیمة التکامل الحقيقي 1 ١‏ 
يي 2 هد 27 
يم 


<: REE ست‎ 


الخحسل ۰ 





ان التابع الحقيقي ف کی بر )7 بحقق الشرطین 


1 2ع ب لعد 

الواردين في نتيجة النظرية ( ١‏ ) وهما ان درجة الصورة اقل 
من درجة المخرج بآربع درجات ( وتكفي درجتان )كماان المخرج 
لا ينعدم ولذا فاننا نوجد رواسب التابع العقذدي 


سجم ت Eê)‏ فى إاقطابه الواقعة في النصف 
4ب 222 + 2 . 


العلوی من المستوی العقدی ۰ 


لهذا التابع اربعة اقطاب بسيطة هي : 


9 2 02۳۳/3 

€ =2 و 6 2۶ ۶ 
13 20123 

2 > € و‎ e 2 6 


ولکن القطبین Z4 3 Ld‏ فقط يقعان في النصف العلوي من 


( 3 ۰1۰ 5) وقاعدة لوبیتال للحصول علی : 


2۳۳73 ۱ 
5 1 سا 5 6 - 2 i‏ 5 ۳7 
أ 3 7۳/3 0 2 7 2/3 7 1 
|2 2 + 2۳ به ۵ جب 2 #2 E‏ نت 


4 1 5 eW) 


سا 
سے — 
ج ل > ت 


ی صصح ا ا اسم 


he a2? ETE 12 


77۳/3 ۱ 
ins 1‏ € 28 8 يه e‏ 
و 3 سس نو ۱ 5 2( 
ESE | EAI‏ ر رچ "ج |3" ع جج 


۳ 1 1 
He we ا‎ 3+ ۷3 12 


ومن نتیجة النظرية ( ۲ ) بگون ۰ 


هه + 


ع e,‏ 7 سپ 2 

















x<“ 1 / 73‏ 
ملاحظة ٠‏ بما ان 2 2 = 16 تابع زوجي فان ٠‏ 
من لول 
dx 7 / dz FE‏ )۲ 
ا ا 2 با 
23 یھ ا اود 4 
مشال م۳۲-۳ مه ب 
نكا لحقيفقى ا ار با ۱ 
حس تم ۲ الحقب 0 ِ 
مسي 3 ۱ ۰5 (i‏ 
التقسل. #۱ 
آن التابع الحقيقى ا 26 یحقق الشرطین الو اردین 
۰ * کر 


فی نتبحة النظربة ( ۲ ) وهما ان درجة الصورة اقل من درجة 
المخرج بست درجات ( وتكفي درجتان ( كما ان المخرج لا ينعد م 


کن :£3 سب 


ك4 ب ره في اقطابه الواقعة في النصسف 
و | 
العکوی: سن, السمستوق الْعققق, . 


العادی قطبان ۰ 
زره 


e 8 


ولكن القطب 
ے : اقب الم اسب قبع بادا القاتون 0-۷ 





i a lh 41A LEY =1 ۱ 
ان‎ |۵۲ da lL ده را‎ 


ا 2 ۳ 
با 46 °( )0 20م اإاساعج 
وب‌استخد ام نتیجة النظربة ( ۲ ) يكون . 
3 ى FES‏ بب 7 
e = rr‏ 


متال ۲-۵-ع 
اج کساج 0 < 6< 2 فاحسب قيمة التكاملين الحقيقيين : 
ص د ص +4 


7 CoS 02 T7 عد برر5‎ d< 
1 (e ga (ee by |) مهو( ن‎ 6 


تب ۲ سم 


٠» الحسل‎ 


ان التابع ۱ - ر)/ يحقنيسةق 


7م سي 
الشرطين الواردين في شتيجة النظرية ( ۲ ) وهي ان درجة الصورة 
تقل عن درجة المخرج بآربع درجات ( وتكفي درجة واحدة ) کما 
ان المخرج لا بنعدم ولذا فاننا نوجد رو اسب التابع العشسدی 
ج 

مسساس يت لي اس اک اا الواقعة في النصف 
العلوى من المستوى العقدى . 
لهذا التابع قطبان بسيطان 0) - 2 و ط]6 =< واقعان 
في النصف العلوى » اما القطبان الآخران 0- - 2 a bı,‏ 
فیقعان في النصف السفلي ونهملهما . 

ان آلوو انب تحسب هن القانون ( ۵.1.3 ) فینتج . 


۱ CZ 
a. n LLL LR ۱ 
O اس ]| 2 س‎ 0()1+۱0()2* + *( 
تت‎ 
n 
iad (Bt, e) 


- hm 1 ببي‎ 
طخ ع‎ Û (Z - ib)(z+ib)( z*+ a^“) 


رت 
€ 


2 )۵*- bJ) 


مب ۲۷ مب 


ومن نتيجة النظرية ( ۳ ) بکون . 


0 


: 98 ا‎ 
i e گا‎ ۳ 6 
۱ ۰ 
2 * aba) 


نس 


: 1 1 ) چم 
b e a‏ و 


,0 ب 


۵ - و 
ari | ۳ 5‏ ورک سوا 
6 ( “6 - +ط) نه 2 


ملاحظة ۰ 


ان 0 - م7 دون الحاجة الی اجراء المکاملة . لان 


26 زک 


ع._ “ "ا72 _تابع فردي في المجال‌المفروض ۰ 
0م هو ( 7 ع ) 


كذلك 5 5 ان ۰ شنت ان . 


مى + 
f‏ # ےا 
۲ ( 82 بو 36 ار نج بم 4 
7T / 1 1‏ _ 
a= bê ae ,‏ 
ey‏ لان سس * کل سابع ژوجي في المجسب‌سسال 


۳ PIE 520 


یی يجا 28 بيج 0 سد ¬ 154 - 


مثال ۵-۲-۵ 


0 ل 


7 Cos x dx 
(e #4) 2 


0 امه 


التفختسل ۶ 
ان التابع الحقيقي 





1 بت ۱ 


الواردين في نتيجة النظرية ( ۳ ) وهي ان درجة الصورة تقل 
3 
| 6 فى اقطابه الواقعة في النصف العلوی من 
+*2) 
kas‏ اس + 
للتابع قطبان مضاعفان اا وك ى طاو يذ يلكن م2 
فقط بقع في النصف العلوى ونهمل القطب الآخن رغ ۰ 


ان الر اسب بحسب من القانون ( با .5.1 ) فينتج . 


r ln (1d abe _ 
et | 4! 2 اعوج‎ 


ني با + ۶ - + ۱ Di‏ 
1 | يسع 


1 


مس ۳۲6٩‏ حس 


۱ 5-3 هد 
۰ / 7 
چ - سح ۰ ي ۰ 
ج اپ خ# mm BS E‏ 
مه مه میت س اس تست و ات زو سس و وس ون ل“ ~~ 
9 8 4 
اه ۶ ۲ 
ی هم ۵ / 
2 ۳ ۰ 55 ۲ 0 0 9 ۱ بي ۰ 7 
a‏ = سا | ن هيو ة 1 أ 51 كد 
(٤‏ 
سنوت 
1 | ۷ ج ۴ 2 
و نة 7 IS‏ 1 ۱ 2 يه 
سس منت موه 35 0-77 1 اميا + 4 ی ۱ 
0 ۱ 1 1 
CC‏ ان | 
< 8 


2 9سا 7 مت تا 


۰ هت 
1 م ود / 1 
حم تم کے مه ۳ / 
س بے > 





ده ۾ ت 11 4د کی تست :۰ ۶ نه ۱ مج : ۰ خن ه 1 یربا e.‏ اسار جه بستنت م هي سل زر 





1 035 ب ا لس سی ع ass‏ 9 م کس : لو 0 جح بت آلو | ي 


باستخد ام القانون [ 4.23 .5 ) پنتتم الس‌اسیبان وهبا 


= اس 5-7 ( 22-۱ ) زا حت م۴۳ 
RI‏ 


2( - 25 ) که ج ر 


وحسب القانون ([5۰3.2) بکون : 


)۳۰/۰۲ + لجيج )17 | - 


مشال ۷-۲-۵ 





ا 





احسب قيمة التكامل الحقيقي 
ته + 
و / اس 
# ر و ۲ 0 


تن سه 





٠ الحل‎ 








5 ۹ 2 5 3 
2-1 ۶ 


1 
ليق انهاسون ( 3.3.7 ) الو اوث قي ا( رايغا ) آف. اشسسسه 
7 .۰ هه حَ 5 دم 4 ها باه ۵ 24 


ت اس 


7 
أ 


e‏ ی ا شه مت الي خن مسا 
۱ 3 درو حجان ۱ 2 دا ن یرس ۱ ب .>( 7 هس 


مس 


سب 0 ج 


1 1 


1 ۲2۴۸) -+( 


في قطبه العلوی البسیط ام حت Zz‏ وفي قطبه [ او سوت تا 
3 
6 - 2 لوقوعه في النصف السفلي من المستوی . ۶ 


نوجد الر اسبین من القانون (5.4.3) فینتج ؛ 


LT/3 
۲3 جح‎ a ۶ - 6 1 55 


9 
0 کت 8۳ مصاع 


4 تا هب 
7 را از 322 ۳ مب 


1-3 _ 1 ۳ 
6 3+ 3/3 
ر 9+ ۳ 
8 بت (AFP)‏ ۱ مزلا م 
EFI LE MU. 3‏ .) سس 1 


وحسب القانون ر5.3.1) يكون : 


Tw rep E] وك = س‎ 
3 (2 


إ0 س 


مثال م۸-۳ 


۵ كان 2 > ۶ )> © فاسب قیمة التکامل الحقيقي 


ص + 
۳ 
dx‏ 7 / / 0 
مو 1 
2 5 


5 التابع الحقيقي ج > )7 يحقق السشرء ط المطلوبة 
بل 





الل : 


لتطبيق القانون 8.3 5 الوارد في نتيجة ۱ خامسا ) اذ 


انه كسر حبرى عادى يكون فيه 6٠‏ 





م 
0 = 5 ا عندها 6< م 
e‏ وچ 2 
مم 
م .* من ea‏ 7 يم 8 


مر رل x‏ 
ای ان هذین الشرطین محققان معا وى 2 * ۶ > 5 فرضا ۰ 
کذلك فان الشرط الشالث محقق وهو عدم اعد ام مخرج الكسر 
لاحل ابة قيمة موجبة للمتحول ‏ 2 
لذا نحسب رواسب الشابع القوي ..... مب قن الظبيبه 


االرسركيه 86 كك با فلبكون : 








4 ۹ 8-4 ۱ 
(i‏ 5 ا( ہے 2 (~E)‏ لا - م 
2 2 () +2 )( 1 -2) ]اج 
۳۳/2 . 9 57 
a‏ بل 


= Ref عبت‎ 











۳۲ ی 1-م + وض 0-1 1 

( )ی -_ زا لت 1 Eos (E CJ‏ سے ۰ ۲ 
2 اك | (2-1) لاب و) | اج 2 5 

1 2 ۸ 

3 

م ® (e‏ 0 0 
3 7 
۱ 0/2 ۱ 22/2 
و ذلك و € جح ا ۳ € اا بالقيمة الاساسية ۹ 


خستب القانون المذكور بگون e‏ 








97 (۸2 L3PTT/2 
TE 8 
1 = لك سے بب © عمج ے2‎ | 
Sin (Prt) 2 ۳4 7 
: aL PFA 3/2 ۰ 
پل © هو © سسس‎ 
2 5۱۳) ۲1( ۱ ۲ 451061 , 5 
PIC r 
7۲ Cé 606 7 رح 2 من‎ 
35 77 2 5 | 
ER پم ده‎ 3 ۰ 
٩-۲م تال‎ 
. اعسي اقيسة” التگاهل. الحقبقی‎ 
ص‎ ۸ 1 0 
1 = ) 7 ۱ ج‎ 23 
/ بيع ]أ‎ ۰ 
0 


حا ۶ ۲/۵ مت 


¢ 
ظ 


يكون | 12 بهل <- د ٠‏ 
يتم حسابا + 
وان التايع الحقيقي 


لنت لنتبحة المذكورة أن : 





> + م ¥+ ۲ ۳ و ۷ را 4 سم ای مي يب سس ع 
كما ان ا عضو ص الاک مبحقة SS ES‏ مجر 
و- 1 ۳۹ مه 
مهد حية للمتحول ب ۳ 
۳ 
E. 35‏ . 
ء ۲ mS‏ بے فى ., اچ کے o E TES‏ 
لذ تحسب رو اسب النشایع العقدي سر ح 
۳ ها تا a‏ 
س ج ت #یگون . 
مر 00 3 
Oo 2‏ = 595 
7 يس ۱ 22-5 
5 5-5 سم 72 
6 ۰ ۰ 





7 سم 
۹4 3 / 
چ ۱ 7 e‏ و۶ ]2 دت ب ۳ 
dd hn <9‏ و ۸86 سل 8 ١‏ د سے صنحت ۳۳ ۲ 
هر 1 û‏ ‌ ی 
3 انهه هد 3 / 
ج اك ہچ > 4 
سم 
2 س م 12 
٠ 2 5 .‏ 24 بح ' و له ۱ + 3 ب 
1 اکا ني ؟ فيزن أب ۱ بي ' فيه تم 
4 
1 3 
E‏ ۳ 
9 7 
0 1 
مر سم 


0 
۳ 
£ 


با /آنا - پا 
E (e ۱‏ سب کج ف 
Sın( 3F ( 0‏ 
2 مب e"‏ 7۲ 
رعق م5 


اما ساب التخافل 12 فطق ان یرت ٩۳‏ تس تابع زوجي 


فى العجال حو # بل سب ونه تك ا 
ای انه لحسابه نستخدم القانون ( 2 .3 .5) الوارد قفي 
( رابعا ) لان لگ = (»)/ هو کسر جبری عادی تقل درجة 
صورته عن درجة مخرجه بدرجة واحدة ( وهذا يكفي ) كما ان 
مخرجه ينعدم في جذر بسيط فیوجد للتابع العقدى ”ع 

قطب بسیط 2-0 واقع على المحور وات د شرا جي 


lz 
5 سط‎ 22 1 
7 


وحسب القانون المذكور فان . 
EF) :‏ 211 


مس ۳۵۲ سس 


مسنسسافل ( ۵ ) 


۱ 
و ع في التوابع التالية بین نوع کل نقطة شاذة واحسب الر اسب 





2 
٩‏ 9 بے و 
6 + "7 - 27 
( 1 د ) 2 9 858 ”7 
ف ) س سس 
)1+ 72 ) 2 
ھا Cot Z‏ ف ) 7 
Sin 2 . SA Z‏ 
الاجوبة . 
به 7۳ ) LSTT/L‏ با/ر317 ) 70007 
آ ) اقطاب بسيطة 6ه و به. او هه 22 
: ۱ # ۷ 1 
و الرو اسب فیها یی كته بير تست 
۵ ۷ 5 8/2 
ت ) اقطاب بسيطة ع 2 1 2 0 
والرواسب فيها 8 فى اك هو اه 
رل 2 


ج ) 5 قطب مضاعف 1 و الر اسب فيه صفر ۰ 


0 ۲ ۵6۷ 


د ) قطب بسیط 0 - 2 والراس فیه 2 
Aa RFT al |‏ یتک + سر وام ع ورظ ید با 


و ) قطب مرتبة شانية 0 = 2 والراسب فيه صفر . 


5 

قطاب بسيطة آلو اسب٠فقى‏ كل متها د( 
اقطاب = ةل کے 
5 ب بسب ± ۳ و السر اسب في هو چم 


4 
) لاب‎ e ne ۰۰ 


حست سس و مات ل بر ۳ 32 8 ی 


۲ ) برهن ما يلي مستعينا بالرسم وبعد التاآاكد من تحقة شسووط 


استخد ام نظربة الم و اسب 5 


Ê 
أ ا‎ FFL 6 
ر‎ Z* Sin” Z 

۱221 


— ۲۵۸ مب 


') شو المريج الذی رووسه الشنقاط ٠‏ 


سیگ 
نا + 7 


۳ ) برهن مهايلي بعد التأكد من نحقق شروط الحساب في کل حالة 


277 
8 5 ه > م5 / 
با 9ص با در 5 
0 


کے 
]اعبت 


277 

1 2/9 0 ETF 
J (Ces 5+2 
0 





ب ) سسسب تعيب 9 
3/3 
e 2‏ 

چ ) 7۷2 5 رن 2 7 

4 3 و و 

هم على 

3 5 5 

2 )*-1( + 9 36 


ك ۲۵ بت 


ه ) 


dx > 7) 5 2- ری‎ 


_ 0.68 


17م م 
و و 


۵ م 4 ه 


3 


م 
ME‏ 1 2 / 
Sin Prr‏ (2()2+3 + 2) 


نت 


م + 


عد 2 م5 و" 
Ea Km‏ 2 
مه + 
CS 3x dx‏ 
3 7 
7-0 تب 
oo‏ 





0 


3 - التطبیعات و عشیلها 
١ 5‏ التاسع العقدي والتطبوق 
رأينا أن الا "عقدي ۷-۶2۱ عکن وضعه بالشکل : 
5 مس وود( او ® Wu tivmpe‏ 


1 زور و( , #8 1 ١‏ 


نت ۷ . 18 أى ۵ راع ها تابعان حقءقمان للمتحولین الحقيقيين الستقلین ر , × 5 
و « رالتالی فان (2) ۶ - ۷ ف ىطبق السوعة نقطمة مفتوحة 58 من امستوي 2 
أي المستوي س × ) على احموعه اافتوحه ااوافقة ما ,5 من الستوي ۷۷ ۱ اي الستوی 
« هه ) وغل ذلك کا فی الشکل ( ۱ ) حث ٩‏ 6 ۲ , ,5 > رظ . 


8 و 
5 و و 
۳۹ 
5 
- 





الشکل ( ۱ ) 
٦‏ - ۲ التابيع الدحايلي و التطبیق و الدقابل همه الاشتقاث 
اذا کان (ے )۴ = س تحلسلم) في منطقة بسيطة الاتصال (/7) = 0 قدو سود للشاسع 


س 5 ! ند 


ی النطای 00 سکیا ود هسیر و ° ولدا وان U,V‏ تأدعان مسكهى أن لودو ن المستقلن 
ر , × ويكون (2 )1 تطسقا مسثمر المشتقات للاطاق 2 من الستوی 2 على 


7 
أ 


النطاقی قرع الا تصال الموافتى له 0( من الستو ی ۷۷ وعکن أن کوان و ۆز 2 1 


كلاف رما ها عذر لے د 9 دعقو بی هد | التطيش هو ؛ 


1 رةه ال‎ ( du du i du dv 
۵) , ۷ ( 0 dy 0 3 x 
dv d Vv dv du 
d x d ¥ d x d xX 
۸ 1 بب‎ ۷ 2 ۱۲ , ۵ ۷ ۱ : 
بو شه | يواخ شبن ل لس ]ده‎ RAFI 
d XxX d x 0 0 


و دلگ با ستخد آم معنا ل يق كرشي رفن ۰ 


ينتج من ذلك أنه اذا كان ۵ (2 ) ۴ ي 2 فان التاییم الشعلیي (ع)؟ عد ب 
هو موضمبا تقابل مستمر المشتقات » أي أن التايع السکسي ( س ) ”۴ 2 محايلي 
أدضا . ان النقاط الي ينعدم فما ( 2 ) ۴هي النقاط الرحة »© وفيها يككوت التاسم 


في هذا الثقابل يكون 2/ صورة 2 وبالمکس مم العل أن التقابل مو ضمي 4أي 
تعلق فقط بنقطة وحوار صغبر ها ولا بتعلق بالتطاقين ککل, ان کل نقطة أو منعن 
أو منطقة في 72 نقابلبا على الترتمب نقطة أو منحن آو منطقة وحستة في 2 
وبالعكس ٠‏ مع العم أن كل منحن صقيل ( أو صقيل خزثما ) تقایل منحن رحد 
وصقيل ( أو صقبل حزئياً ) وبالعكس » أنه لا يتحتم وجود تقايل بين اانسسیین 
ال حيطين بالنطاقين . عثل ذلك في الشكل ( ؟ ) وقد خططت المتهاء ات المتقابة 
التخطيط نفسه كا ظلات اانطاقات أو الناطق التقابل بالتظاسل نفسه . 


ست ۲۱۲ سب 





ملا دظة : 


اذا كان التابسم ( 2)) س بن فرعا اساسا » فمن الواضح أن النطاق 7 لا يشمل 


ا التقابل مستمر المشتقات و التطبيق المطابق 





تعريف التطبيق المطابق : 
اذا تم دواسطة التطمرى مستمر المشتقات : 
u=u(xXx,y)‏ 
 ۷<۷ ) ۶ ۷ (‏ (6۰3۰1) 


7( ی نطلق بسنل الاتصال‎ u 


یٹ با (9 ع ۷ 


تطسق اانقطة 7ء ( ر ,× )۶ من المستوي Zz‏ على الدقطة الرافقف1 فا 
2 ع (+ , ن) ,8 من المستوي ۷۷ وتطسق الحنشین 2 ۰ ”1 , 1 المتقاطعين في 
النقطة ( ر , × ) على المنحنين الموافقين 7 ء “,1 , ۲۱ المتقاطمين ف النقطة ( ۷ ,س) 
واذا كانت الزاوية بين المنحنمين الاولمين مساوية للزاوية بين المنحشينالاخير نو متفقة 
معها في الاتحاه ( الشكل م ) فان (1 . 6.3 ) بدعى تطبيقا مطابقا في النقطة(ر , ×). 


ملاحظة هامة : 
يمكن البرهان أن التطمدق المطابق في کل نقطة من النطسای بسیط الاتصال ‏ 
حب أن یکون من الشکل : 
zx iy‏ و ۷ + ۲ < (2 ) 1 << بي 


حمث ( 2 ) ۶ - » هو تابع تحلبل في 22 وذو مشتق غبر منعدم ف ‏ ونبرهن فما 
يلى نظرية المكس > ما يثبت أن التابع ا ا 
لشتق غي اتسد ) راخشوا ( آي الما بل ست ر اتقات ) وا 

المطابیے ص س٤‏ واټزے : 


اذا كان  (‏ ) ۴ - س محلل في منطقة سبط الاتصال 0-2 وذا مشتق 


۲٤ ¬ 


( 2 ) ۲۰ غب منعدم في ( فان  ۶)2(‏ با مو لطبیی مطابق ق كل نقطة من 272 


وهدذأ التطبيق مور الزوايا موضعت] مار [ ( ۶ ) '۴ ] 278 ویر ۱ أو دعر ) 


الاطوال والساحات موضعماً الشستة ] (۶) "۶ | . 2(12) “4+]على الترلسب . 


البرعان ؛ اقد رأيئا أن هذا التابع فو ففایل قير الشتقات: + ليحن 
(+)17 + ( ۷ ) 2 عسس 2 ( حسث ) هر متحول حامللي ) معادلة النسني ۲] من النشاق 
2 فتكون مسادلة المنستي المقابل له ,۳ في النطای ,2 هي [ (1) 1۷+ (6)<] ۳-1 ۰۷ 


لنککن 6 , » على الترتسب الزاوية التي يصنعها المماس لكل من المنسنيين ,1 , “1 مع 
المور امقيقي اارجب لأجل قيمة واحدة للمتدول ؛ فلدينا عندئد : 


aarg [J~ arg [x (t) +iy*(t)] 


Ou 


7 
ع 


| 


dw dW 
ug Ie arg. 
di t 2 


3 ۱ 


بع 


=arg{ [f(2 )1( +۱ )( ۱ 
< 2:8 ]1" )2([ + وه‎ ] ۶ )( + (7 
) 5 ( B= arg [f° (z2) 1+ & 7۳۹ 


أي أن الزاويتين في النقطتين التعابلتن (2)2 , ع من الستویین مستتلتان عن 
امین 1 1 I‏ و حتفظان بالقسمة و الا ماه 4 و سج اسل دو نر مو مشي لاو ية 
الاصلة » عقدار [(۶) ۲۳] 8758 ٠‏ 

نکگرر العتلنة با سنا لسن ۲ شر 3۳ ی بالقطة » ولانستي القابل له اماو وا فصه 


کت © مب 


(ii) ‘= arg [f )2۶( [+ »“‏ 
وبظرح (1) من ( 1 1) ینتج : 
عا سس اي ع م8 .“8 


أي أن الزاوية بين المندنيين في الستوي 2 تساوي الزاوية بین‌مقابلهمافالستوي 
۷ وتتفق معما نی الاحاه . أن العلاقفة بين عنصري الطول [ ٠‏ 8[ , [42إعلى 


المنحنيين هي : 
(iii) | 4 ۷ ۱-1" ) ۱ 1‏ 
أي أن الاطوال تکبر ( آو تصفر ) موضسا بلس |(2) ۱6 
لقد رأينا في حث التقابل مستمر الشتقات آن العلاقة بين عنصر الساحة ۸۵ 8 من 
الستوي 2 وعنصر الساحة ,۸ 4 من المسئوي ۷ هي : 
۸ 2 ۸ 4 
وما أن ۳ (۶) "11-18 [ هنا فینتج : 
(iv) dA =ff'’ (z2) dA‏ 
أي أن ااساحات تکبر ( آو تصفر ) مرضصا اللسبة *] (2) 1۳ 
ملاحظة : 


آزه لا يوجد تقایل مستمر ااشتقات ) » وإن زاومة الشدو بر فهي غير معينة كا يتضحمن 


س ۲1 سب 





الملاقة ( : ) » ونسمة التكمير ( أو التصغير ) منعدمة كما يتضح من الملاقتين ( 111 ) 
و ( ۲ 1) . 

تعانج : 

في التطسی الطابق للنطای 2 على ( ینعج : 

أولا ) ان المضلعات الصغيرة حدا في 2) تقابلبا مضلعات متشابهة معبا في 2) 
وإلعكس لأن أضلاعبا تدور بزاوية ثابتة وأطوال أضلاعبا تكبر ( أو تصغر )بنسية 
ثابتة . آما الضلمات الکبرة فلا تتشابه وقد تختلف هن به‌ضهپا کلية . ان ماذ کرناه 
عن الضلعمات بطق آرضا على الاشكال المفاقة من أي نوع ات » 

ثانا ) ان جماتين من اانحنيات المتماعدة في 2 تقابلما اتان متعامد تان في ,2 
وبالمكس لأن التطبيق المطايق يحتفظ يقم الزوايا » وبشكل اص اذا كان 8, 4 
وسدطين حقمقمين وکان ب ¡ + تج = ( 2) 4 فان جملتي الماحنيات : 

۷ )۲ ,۷۲( << ۸ , v(¥,y)=B 


لواقعتین فق الستوي ۷ متعامدتان لآن صورها : 


u = A ۷ = B 


جملتان من المستقمات المتعامدة فى المسةوي بن . 


HG‏ ( ان ای ان اساب دراسة التطسق الطادق هو أن حل قخادلة ۷ دلاس 
الستویة بنقی حلا ما عند اخضاع هذا الحل لتطبى مطابق » أي اذا كان نا حلا 





۲ 7۴ 
نکون 0= 8 + اخضمهنا ۹۲ 


2 2 dy 8 


لمادلة لا بلای فق السترى ون قت 


له ممق مطاق نقاه الى الستوی ۲ فان : 


- ¥ 








شب و دید 2 


أن هذه النتاتيم الثلات پالتية الاشبة ی سل سائل عديدة تى الككهرياء ومسكاننك 


سا 


لا کن حصر التطستات ونورد فا بل پسش اخالات الستدست؟ » وتعبر 
االات المت الاولی عن لیات شندستة اولمة . 


أن انشیخسقی هت چ ص ۷ ححست :3 دير ای اد عفدي ا الاش الواقءة ف 


3 .مه 5-6 عه | - 9 + ۱ 7 ۴ 
ثانا ) التطبیق التدویوي : 


ان لع یه عابو بت » شو عبدد عمقي يدور الاشكال في انستوتي 4 دزأر دة 
قدرضا ا و کون الدور ال موسا او سالا سسا کون اا راا ه من | 


التطسق مشابق دوما . 


3 / ۱ 


قالغا ب) السطبيق التكبورى ( أى التسكيري ) : 
أت 2 ھم بد حبك 1 < اه كين السية ه ووئق الشماع ه الاشكول الواقمة في 
يله ۳ 8 ةا 


ل 


۹ یح 1 ١‏ بت ات ۲۰ ۳ » © ٤‏ م ۶ وه ,9 32 < 
المستوي < اما لادا ال 1 جه إن > f‏ غاا دیسر شا ب ھت القف سی طا دی دوعا ی 


رایما ) اقطية, ا 9 هکس : 


=a‏ سس 


۳ ۱ 5 98 ونس 39 2 : ۰ 
یکن وعم التابسع ۳ عد ]اا و انشا ۱ 9 سد 3 lf W me‏ یدل أن Ww‏ موجه و ای 


-. ۶ ۲ وه‎ ٩ 4 صمي‎ E 
سم 5 اله | ات 8ه : اة نداد 2 1س اغآ‎ 
ا واه سے کا کے , ےا ازمہظیے . دان م ج تة سا انو د ۸ ۳۳ 12م‎ lle 
3 5 3 : 1 و0‎ 9 / ro 3 7 


0 12] r 

بو جه الماتج وفق 2 کا ف الشكل (4) مت التقغلة ف هى ع د 5 معكاء سراي السمة 
لدائرة 21-1] ( أي يحيث 
یکون ٩‏ = 8 © ۰ 4 0 ) ثم نأهذ 2 ْ 9 
نظير 8 النسمة للهور ادقبلي 5 3 ١‏ ضير 
لنحصل عل النقطة ىم أي 1/2 . سل سات 
هذا التطسرى مطايق الا في الاقطة و 3 
الشادة 0 = ,z‏ الكل (ج ) 


خامسا ) التطبيق الخطي : 


ان b‏ + ع2 بن ( عست 5ظ 8 ما عقدبان ) هو تڪلمم شي فشک سياه 


م 


n 1 € 9 8 3‏ ,+ ج 
ثلاث لیات : ازاحة وذوران وکر , هل ای مطابة) e‏ 


سادسا ) التطبيق الخطى الشنائي : 


ط د 2 ع 
ن 
3 له 2 6 





5 يا 4 2 "f‏ 
aw W =»‏ 0 قم € Db‏ — 4 ۵ ¢ لها اعد اج هد یه بشکل صما 


٠ - 2‏ س Rafi ٩‏ « |4 - و 
ار بیع لیات ازاحة ودورات وتاشير وادمكامن ۱ ان هعشا سم مطذبی الاق 
االقطة الشاده ۵/۵ د 2 وعتاز اتات ارم با 


د مزل الدو اثر ق المستوى 2 الى دراثر ف 9 سمو : 1 و کب 1 ن االات الس 
السابقة هي لھ کا مه ۶ فكليا ول اا الى دة افو 


- حول أآية ثلاث نقاط شلف به , وه , ,د في المستوي 2 ( ومكن أن تکوس 


۹ سس 


اد اھا ف اللانهاية ( الى كلاق تقال اة Ws‏ , ۲۵ , ۷۷ کٹ اذا كانت 2 و صورتا 


ا مغايرة للنقاط المتقاداة في المستويين » فان النسمة التالمة تبقى تابتة: 


لوحي 1 رسعو ةق و رن 


جح دس سس (6.4.1) 
( و2 و2 ) ( و2 س 2 ) ( ۷ سس و۷ ( ) W — Wg‏ ( 


وهذه الخاصة شکننا من امجاد تطسقات معينة تطيق ثلاث نقاط مفروضة على 
ثلاث نقاط أخرى مفروضة . 


سايعا ) تطبوق الخنصف العلوي من مستو علی داخل الدائرة الوحدة : 


اك ب 2 of‏ 


إن ١‏ ( 6 8 ( حمث » هو قفي و 2 نقطة من النصف العلوي 


و2 سس با 
لمستوي 2 ) هو لطسق لنصف ااستوي هذاعىد اخل الدائرة 1 > ] بن[ (الشككل ه) 
بحيث تقابل النقاط على محور * نقاطاً على محمط الدائرة ۷1-1 | ویکن تسین قرم 
» بأن حمل نقطة معيلة من + 0 (3/1مثلا) تقابل نقطة معينة من الدائرة ( له - ,11). 
ان هذا التطبيق مطابق دوما . 





امن ) تطبيق قاع عن مستو علی اللصف اله‌لوي لستو آ خر : 


ان z۳‏ = س حنث 4 < ص تطبتى قطاعاً من المستوي 2 وأحد تلهسه منطیق 


على :ا 0 ورأسه فی0وزاویته 2/50 على النصف العلوي من المستوي ۷ کا في الشکل(۰)1 


اذا کان جر عدداً صحیعاً فان التطببتی مطابق الا ني النقطة المرحة 0 - 2 أما اذا 
كان د عدداً کا فان × 0 هو مستقم التفر ع . حب أن تلاحظ. أنه اسم دام 
( سایما ) عکن تطسق النائج على داخل الداثرة الوحده . 





) ١ الكل‎ 


تاسعاً ) قطبیق شوارتز - کرهستوفل : 

بطيق النظاق الواقع 5 ااستوي ۷۷ مین مضلع مقلق تک ف و و و سه دود 11 على 
النصف العلوي من الستوي 2 وتقم المقاط القابلة لروژوس الضلسع على احرر امقمفي 
»« 0 كا في الشكل ( ۷ ) حسث وه , ... , چه , یه هي الزو ایا الداخلية لاضلم . 


مت ۲۱۷۱ سب 





ان التطميق ينتج من : 


)6.4.2( Es 

d z 

ی ۶ س 5 عست 5 م و 
١‏ و و سب 2 )| ۰۰۰ د وك حل 2) ۴ ,¥ -- 2 ) .8 
و مده فان 5 
د بن ( 6.4.3( 
ا سب 7 و س 7/ رجن 
و ل AF ua, FET Tama Ta e"‏ 


حبث ۸ هو ثابت اخشاري عقدی شده مشار, واه انشلم ر 8 هر ثابت 
اختياري عقدي بحده موقع هذا الضلع » ومن الواض م أن التطبيق غير مطابق' في 
قاط ولا ر ... , با , با . محب آن نلاحظ آنه » 

يمكن اعتبار المضلع اللاتهائي المفتوح كحالة خاصة من المضلع المغلق الذي دصيم 
اکت رؤوسه فى اللانهاية . 

- يمكن اختيار أية ثلاث نقاط من م , ... , ينار بعد كا نشاء » وسیل الأمر !ذا 


صت ۲ ۲۷ مت 


th 


1 اه( ری مب برغ هندئد هب مر .جود ف الملاقه وتن ( 2 , 4 .6( و ( 4.3 .6 ) . 


ب پاستمرال ( سایما ) عکن ويل النائج إلى داثلل الدائرة الوعودة أي أنه عکن 


تعتممق وال مقا E7‏ ررض علي داحل ال اتر 2 الو جف م باستخدام تطسقين ةا لمن ۰ 
ا شمر ( 3 (a:‏ حدر كفسكي 
ل 2 7 ب | «. 7 - 3 8 »© ۰ ”+ ۰ 
1م W = 76 2 e 1 ١‏ دظمق دادر و ۶ اوه 4 الاش وي 2 ومارة النقطتين 


3 سس 0# زس حا وتحوري النقطة 4 > داخليها على شكل ,'1 في الستوي W‏ 
شبه مقطم جناح الطائرة ( الشكل م ) ويمكن الحصول على أشكال مشابهيسة بتغيير 
5 الف رة 1 ٠‏ 


0 06 ج 1 W‏ : فان النطای شارج ۲ بطق تطابشا عی النطای خارج 








از وذلك ذا ن النقطة ا-عرحة الأول 1 حح ج تقع على '1 والنقطة الحر عة الثادة 1 z=‏ 





تفع مغ النقطة الشادة 0 = z‏ داخل الدائرة 1 ان صورق النقطتن اطرحتان هم ا 

عکن امحصو ل على المنحي ,'1 هندسس » وذلك بان تحعل 2 تتحول علی الدائر 2 
'1 فتَدحو ل 2 عی الداثر ة ۲۳ الناحة من انمکای ۲ بالستة للداثرة الوحدة ۱21-1 
ثم آخذ نظبر الناتم حسب ( رایما  )‏ وبعد ذلك نأخذ نصف مموع الشماعين 


۸ م 7 .۰ 


۲۷6 بت 


امسة (1) 


مشال ۱-۲-1 
عیّن صورة المنطقة ‏ 2 > 2۱| > 1 وفق التطبیق 2 = س 


ويرهن على وجود تقابل مستمر المشتقات بین المنطقتین . 


۰ الحسل‎ 
¢ 68 
E _ „2 28ى‎ (0P 27) 


ان المنطقة المفروضة في المستوى ‏ ىه هي بت ی بش ۳ 
فتکون مورتها في المستوی ۷ هي با > 
وقد ۱ ي 1 ۰ رت ای في 1 شکا المرافق ۰ 


W 





ازع +2 = س هو تابع تحليلي دوم ومشتقه 7 2 ہے ت بعد م 
لاجل 72-0 فقط وبما ان النقطة الحرجة 2-0 تقع خارج النطتة 
2 > |۱2 > 1 فیوجدتقابل مستمرالمشتقات بین المنطقتین 


— ۲۷۵ — 


قال تسا 


771 ۳ 


في النطاق ‏ 3 


الكسل. : 


1 بینة و ۱ ۳ ا وه وه من 
نقاط التفرم الفلاگة 


43 8 1 


2 2 


۰۰ ۱ e 5 . يه‎ ١ ی‎ 


المنطقة چ > ۱21 . 


ان مشتق التایم ه و 


1ح 


والمشتق ينعدم في النقطة 
خارج النطاق 1 >21 | كما 
( حيث i Fog AR‏ 
فالتطبيق ليس مطايقا في هذا 





2 
2 لل ته لي 


چم 1 2 ۱ 
Cue)‏ عل - (1+ 2 ~n) ( - On‏ ہے سوا 


الذى حذفت منئه ممست امات التفسسرع 


1 ۹ وه 


~e 


#7 





لب 8 “2 


02 -1()22+ 1 ( 


8 ( حيث ابا 2۰ - 22 ) الوائعة 

اته بتعقم قنی: الستقظتسسة م 
1 

الو اقعة داخل النطاق سج > (2/ 


2 
النطاق ۰ 


۲۷٦‏ سس 


شكال سات 
بین مستفینا بالرسم ها اذا کانت التوابع العقدية التالوهسسسة 


تطبیشات مطابتة في النطاق المعیین لکل تابع 


سر ۲ ۵ وم 2 ۲ 


|| 


) [6 9-0510 5 )ل + ( 5176 + 6 5م )۲ 


ب ) 3 6 3)نا + ( 3+2 ^( - شع و 0.5 < | - جر | 

8 سم 
ج ) 1 ( 2 - 1.25) + 22[ 6 - ا و EET‏ 
ل 1 ن Cos‏ یی 5 عت ں و 1 < [Z|‏ 
الحل + 


إن النظرية الواردة في الفقرة 1ل" تنص إن الشرطين أشسو أجسسب 
الاتصال ری هما ٠‏ 


اولا ۰ التابع تحليلي في المنطقة  MM‏ د ( ای في اغلاق 


النطاق ) 
شانیا ۰ مشتقه الاول لا بنعدم في رض ( ای لا توجد نقسسساد. 


نبحث في کل حالة عن تحقق الشرطیین ۰ 
5 ) لدينا 9 0 - 9 5 ) 4 ) 8 Cos 8 + LSIn‏ ) ۲ 
1 


۲ ) وما‎ © + 5/۳ e) 
سب‎ YY مت‎ 


شير 


1 


۲) 059 +۰5۸6 ( + 


1 


2 


سس 


2 3 
التابح کسری جبرى عادى فهو تحليلي باستتناء النقطة إلشاذة 


النطاق رل في هذه الحالة هو . 
Pa HS ©‏ 


2 و‎ 
ew  & ی‎ 
۷ 


23 كن يود 
و سس 1 > 8 ب 4 


وهو نطاق داگري مرگزه النقطة ( ۰ , 4 ) ونصف قطره الواد 
اکل المرافق یبین المنطقة 5 - 8 

ای 1 > م (۹-×) 
كما يبين النقطةالشانة ‏ 0 - 2 
الواقعة في ك2 فالتطبیق لیس 
مطايقا لعدم تحقق الشرط الاول 


ولا حاجة اذن للتحقق من الشرط الثاني. 





ب ) و و رل - ع3 ]ا + (2 جألعه3 نغ ب س 
عن ردب 0ع 3 - ود 63 3ع - 
2 م e E‏ 


مت ۲۱۷۸ سب 


التابح هنا كثير حدود فهو تحليلي دوما ۰ ان مشتقه هو . 
8 بم "مو 

وهذا المشتق ينعدم لاجل ‏ 0۰ - 2 وهي النقطة الحرجة‌الوحيدة 
الشكل المرافق وقد رسمت 
فيه المنطقة ‏ © ر 
انشا 6 

هذ! التطبیق مطابق لتحقق 
الشرظين اذ ان النقطة 


الحرجة تقح خارج ر( ٠‏ 





1/2 
+ ) ان | (*8 ۵5 ره ع ع جه 


من‌انعد ام مضمون اللفاریتم وهي 0.5+ => 
او مضمون الجذر وهي 7 عق چه 2 وقد رسمت في 


sS 


الشكل المرافق المنطقة 2ه مر و مستقیما التفرع ۰ 


. يهم نی 





يخصح من | لشگل ۱ 5 | 3 ب غير تحلس لی قي کن شما تست 


بين منظايقنا فى الستطاق (كل لعدم تحقق الشرط الاول ۰ 


( أن 2 CoS‏ 5 یر هب ب هوق سا بو اپیاس لك هس تسسا 


۳ 939 





۸ 


۱ 21 ا 
ة. محر 3 سس ةس ما کس 5 


SA 5‏ _ 4 _ وا 


بتقدم المشتق لاخسل 2 = 2 وهي نقطة حوجسة واقسست د اسل 
2 ولاحل قیبم اخری و اقعة خارج 2 قئيسشنها و التکسل 
السر افق یبیی. المتطفة 
رو 2 ای 


7 


ETE @‏ كما 
الداخلية الوحيدة ٠.‏ 
هذ! التطبيق غير مطابق 
رغم تحقق الشرط الاول 


وذلك لان الشرط الشانسي 





متال ]س۲۲ 
لسن 
قى المستوی العقدی ‏ م غين اگبر نظاق دا اثری بمگن فیسه 


a hls مه‎ 


نسو النسابع 





كب - سه وفق فيسون .هناك الورين کے پرهس لن 
التابع لیس تطبیقا مطابقا في النطاق الشانتج ۰ 

الحصل * 

1 


1 2 
في المستوى 4 وهي 1 - 2 


ان = ده تابع گسری جبری عادی له نقطة ساذة و حیبد 6 


فیمکن نشره وفق قانون 7 


٩ ۱‏ 2 
الداقرى ل( الذی N‏ 
مركزه ‏ 0 ونصف قطره زان و 1 


۷ 
الواحد ای في النطاق 


< 
1 > /2/ المببین 
فى الشكل المرافق ٠‏ 
ان التابع ليس تطبيقا مطابقا في النطاق 1 2۱| لانه 
ليس تحليليا فى المنطقة الناتجة من اغلاق النطاق اى في 


المنطقة 1 > | 2۶ | ۰ 

متال اس٤‏ 

بين مستعينا بالرسم امكانية استخدام صيغة كوشي التكاملية 
لحساب المشتق النوني للتابع ( 01122 »56ص © سں في النطاق 
ns 0.5 | > 8: 5‏ وحن منا اد ۲ كان النطبيق هطابفا في 


هذ ! النطاق ٠‏ 


ب TA!)‏ سب 


الخ : 


Sın (TZ) 
. الشاذة الناتحة من انعدام مخرجه وهى‎ 





ان 1 عن ابع تحديلن باستخماء المقسط 


7 ٍ ۸ ۱ 8 هر 4 خخ ب 28 س‎ Ee 


وقد تم رسم النقاط القريبة من المبداً في الشكل المرافق كما 


رسمت قیه المنطقة رگ - 22 وهي 5 > | 0.5 2] 


ويتضح منه عدم وجود نقاط شاذة في مر فیمکن استخد ام صيغة 
كوشي التکاملية لحساب المشتق النوني لهذ ! التابع في النطاق 
5 46 | 0.5 - 22| 





( 22 77 ) 45 7 ريع 


و المشتق هو ۰ - ل 
Sin“ (T Z )‏ 


وینعدم لاحل ۰۰۰۰ و 1 + و 0 R=‏ و رخ + ) - ع 


وعلیه فان النقطة ۵.5 د Z‏ هي النقطة الحرجة الوحيدة في 


ست ٩۳‏ سس 


مثال ٩‏ - 0-۳ : آوجد جلق النحنمات التعامدة المینتین بالتابم 2 ۱0 - ٠‏ . 


ال : 


(27 > > 9 , 0 <۲) م 1+ ۲ 19 عد ۷ 1 +4 كن ع و م[ ع ۷ 


حمث ذا ) هو مستقم التفرع , اذا كان 8 , 4 وسسطيين فان الماتين : 


18 ۲ => A و‎ ۵ = B 


متمامدتان .إن ۸ = ۲ 10 هي جل دواثر مقمر کزة في 0 كما أن 8 - و هي جل 
مستقمات متلاقية في 0 ومن الواضح أن هذا التطسق بطق النطای احلقي الوافع بین 
دائرتين في المستوي 2 على شر يط لانهائي في المستوي +« كما أن قطاع المستوي 2 يطبق 
على ك رط مودي على الشر يط الاول في المستوي ۲۷ وقد مثل دك نی الشکل 
المرأفق “ وتظبر فمه مستقيات التفر ع الماقابلة . 





فت 97# - 


مثال ٩‏ ۱-4 ۱ وت اطبا طا تاا ي النقاط 1 ,1 , و في 
المستوي 2 على النقاط 0 , 1 , ز علی الترلیب في الستوي ۱۷ . 


ال : باستخدام القانون ( 6.4۰1 ) ینتج : 


| لاس ورغ با 3 هرق 6 بو پیت مد‎ [ ekg) 


(w—0) (1—i)  (z2+1) (—i—0) 


م حسب س بدلالة z‏ فنحصل على ر گے ) ساس بن . 


مثال ٩‏ - ۽ - ۲ : آوجد تطبیقاً یطبی اللصف العلوي من الستوي 2 على داخل 
الداثرة 1 | ۷ ] محست قتکون ز  z‏ مقابلة لانقطة 0 = س و ص z=‏ مقابلة للنقطة 


1 سب = ۷۷ ۰ 


اسر ) 1 


= € = ۲۷۷ 
۰ . 2 و سب 1 ۱ 
بما آن ۵ - سب تقابل 1 2 فان ( كنك ) 6 آم - 0 ومنه 1 ۰ م2 . 
: 2 سب 1 


وا أن 1 - = س تقایل مه z=‏ فان » اع 1 س و مه ۸ = » والمطسق الطلوب 


هر : 


۰ ۰ 
aa‏ ل جع 


7 
2 1 1 1 4 2 








۲۸6 مب . 


مقال ‏ - ع ۳۰ : بامتخدام ( ثامنا ) نری آن 23/2 -؛ یظبق القطاع في 2 
الذي راسه 0 وزاوية رأسه 3/» 2 وأحد ضلعيه منطيق على الور الحقيقي على النصف 
ِ 7 ۵ بخ 3 ا 
العلوي من ااستوي 1 وباستحدام ( وس" ) ثم سیب آي التطمتتی ( سانعا ) 


نطمق الناتج على داخل الدائرة 1 - ! ۰ في المستوي ۲۷۷ . 


مثال ٩ ۵ - 4 - ٩‏ أو جد الطستی الذي دطمتی اشر يط اللانباني الواقع ف 
الستوي ۷۷ والمين في الشكل المرافق على النصف العلوي منالمستوي 2 وقد أو ضحت 


النقاط المتوافقة في الشكل , 








0)0,6( M(-0,) P(4,)  Q(1,) Mfe,s) 
الحل : في المستوي ۷۷ نختار کر ژوی ثلائة لمضلم الفتوح النقاط ,26 , ,2 , رم‎ 
كا هو مين في الشكل مع النقاط الموافقة لما في 2 فینتج من القانون (6.4.2) آن:‎ 
5/2 5/3 
dw "0 00 ۸ 


سیسوس بد زا 5 | ga ISE‏ 


` eos 


ومنه : 8 + 12 ون خر بد 


ع أن 0 = Ww‏ دما 1= z‏ فان 0 = B‏ 
وها أن م اکس شط تسج قاق ادم 


والطسی الطلوب هو 2اطع دس , 


ت ۲۸ 


وصورة mal‏ ۲ . اد 2 و فق. التطبيیة ب وبا 
الجو اب حوس FS‏ ع لد ی 
۲ ) عین جملة من المنحنیات المتعامدة مع ا لحملة 
نت 
| ) ۵4 = بعد ب لا دص 6 حست 4 هو وسیط ۰ 
2 


۳ ) في المستوى العقدى 4 عين مستعينا بالرسم التاق 
Ll‏ 
)+2( 
ثم برهن انه لیس تطببقا مطابقا في ای نطاق دائری مرکزه 
L5 TT/‏ 
النقطة م6 =£ .۰ 


٤‏ ( برهن مستعينا بالر سم أن التو إبع الثكلاكة 


“بي 


ب ۲۸۷۷ — 


[ وه + بت بر ے را wu E,‏ 


2 7 5 - ور 
لیست تطبیقات مطابقة في النطاق > 2 ۱ 


ه ) عین التابع الذى يطبق النطاق المبین هن المستوی ۷ 
على النطاق الميين من المستوى 538 ٠‏ 





الم 
متسر ۱ 
Ww‏ 
لا 
Q(-1,0)  P(1,o) M(e0,0)‏ (6,صه -) پم )2,0( Q,‏ زه P (o,‏ 


الجو اب : ارت اج Cos‏ 


— ۲۸۸ س 


المریم .1 


اودجوو ود 


زاوية 

زاوية مجسمة 
السعة 

المحور 

محور الاحداثيات 
المحور التخيلي 
المحور الحقيقي 
الكة 

الحد الاغلى الاصغري 
الحد الادنى الاعظمي 
القريج 

الفرع الاساسي 
مرکز الثقل 

الرکز التوسط 
الصف 

العقدي 











الافر نسمة الان‌کلیز بة 

Adiabatic Adiabatique 
Angle Angle 

solid « solide 
Argument Argument 
Axis ARKê 

coordinate « de:coordonnées 

imaginary « imaginaire 

real « réel 
Bound Borne 

greatest lower « Supérieure 

least upper » ۰ 1۳16۳60۵ 
ترورض‎ 0 Branche 


« principale 
Centre de gravité 
Centroide 
Classe 


Complexe 


ب ۲۸۹ سس 


pineal 
Centre of gravity 
Centroid 
Class 


Compİi¢x 








العريسة الافر نسم 
الرافق العقدی 46 Complexe‏ 
الشروط Conditions‏ 
الشروط الحدية aux limites‏ « 
الشروط الابتدائية initiales‏ « 
الناقلیة - الابصال Conductibilité‏ 
ثابت Constant‏ 
ثابت اختیار ی arbitraire‏ « 
ثابث السماحية diélectrique‏ « 
اطار Contour‏ 
التقارب Convergence‏ 

« absolue الطلق‎ « 

( الشرطي non-absolue‏ 4 
نطاق التقارب domaine de‏ 
نصف قطر التقارب rayon de‏ 

Coordonées احداثيات‎ 

« cartésiennes ديكارتية‎ (( 

4 curvilignes منحنیه‎ (( 

« cylindriques اسطوانية‎ (( 


(( قطبية 
۱ کرویه 


( curvilignes 
orthogonales 

« polaires 

« sphériques 


Point de rebroussement 


مت ۲٩۹۰‏ بت 


الانكليزية 





Complex conjugate 


Conditions 
boundary 
initial 
Conductivity 
Constant 
arbitrary 
dielectric 
Contour 
Convergence 
absolute 
conditional 
domain of 
radius of 
Coordinates 
cartesian 
curvilinear 
cylindrical 
orthogonal 
curvilinear 
polar 
spherical 
Cusp 


العر دس 


كتافة التیار 
التقوسن 
منحنیات 
(( معلقه 
(( متکافنئه 
(( مفتوحه 
( موجهه 
((0 مستویه 
(( صقیله جزنیا 
« بسيطة 
(( صقيلة 
(( قراغية 
درجة 
مرتبط ‏ غير مستقل 
مرتبط خطيا 
4 موجه 
2 عادى 
۳ جل 
۱ کلي 
المنيهعن 
( التابعي 
SEL‏ 


الافر ذسمة 
Densité de courant‏ 


Courboure 


Courbes 
« fermées 
« équivalentes 
4 ouvertes 
4 orientées 


« planes 


اللا نكليز ده 
Current density‏ 


Curvature 


Curves 
closed 
equivalent 
open 
oriented 


plane 


sectionally smooth Contougs 


Courbes simples 


«  gauches 


Degré 

Dépendant 
linéairement 

Déêrivée 


« dans une direction 
« ordinaire 
« partielle 
« totale 
Déterminant 
« fonctionnel 


mineurs de 


ب ۲۹۱ مس 


simple 
smooth 
space 
Degree 
Dependent 
linearly 
Derivative 
directional 
. ordinary 
partial 
total 
Determinant 
functional 


minors of 





العريسة الافر ستة الانسکلیز بة 
التفاضل Differential Différentielle‏ 
)0 التام exact « exacte‏ 
معادلات تفاضلية Differential equations Equations différentielles‏ 
« (« تثامة exact 4 exactes‏ 
(( « متحانسة homogeneous «  homogènes‏ 
(( « خطة linear « linéaires‏ 
2« (« عادية 98 . » ordinary‏ 
partial « aux dérivées‏ 
(( ( حزئيك partielles‏ 
حملة معادلات تفاضلية system of système d’‏ 
اتتفاز Diffusivity Diffusion‏ 
التوحيه ‏ الاتحاه Direction Direction‏ 
الازاحة Displacement Déplacement‏ 
Domain Domaine ۲‏ 


» تعدد الاتصال :60۳0۳6 211115165026124 » 


« simplement connex 


( بسسيط الاتصال 


الكهرباء الحركية Electrodynamique‏ 
اة Electromagnétisme‏ 
الكهرباء الساكنة Electrostatique‏ 
الاس Elément‏ 
( الوحه orienté‏ « 
« التخیلی imaginaire‏ « 
عنصر الساحة 6 Elément‏ 


مس ۲۹۲ ات 


multiply connected 


simply connected 


Electrodynamics 
Electromagnetism 
Electrostatics 
Element 
oriented 
imaginary 


Element of area 


الا ن‌کامزنة 





العر نس الافر اسة 

« de longeur الطول‎ « 

« الحجم de volume‏ 4 
مجسم القطع الناقص Ellipsoîide‏ 
معادلات Equations‏ 

« algébriques حبرية‎ (( 

« caractéristiques مموزة‎ (( 
Développement الس‎ 
« fini النتهي‎ « 

9 غ الاكهي infini‏ « 
نهاية حدية Maximum, minimum‏ 
(( ۳(« مقيدهة conditionnel‏ « 

« relatif قسمبية‎ ( (( 
Facteur اقا‎ 
« amortissent التخامد‎ 59 
» ١ 121613 تكميل‎ (« 
Corps commutatif - champ حقل‎ 
Fiuide ماع‎ 
« compressible قابل للانضغاط‎ « 

« parfait مثالي‎ ) 
Fonction تایع‎ 

)0 تحليلي 01 » 

« اختیاری 1011111 » 

«ِ bornée محدد‎ (( 


س ۲۹۲ بت 


Element of length 
Element of volume 
Ellipsoid 
Equations 
algebraic 
characteristic 
Expansion 
finite 
infinite 
Extremum 
conditional 
relative 
Factor 
damping 
integrating 
Field 
uid 
compressible 
ideal 
Function 
analytic 
arbitrary 


bounded 


) داثری 
۵( پک 
» عفدي 
۱ مترافق 
2 شین 


) ابتدائي 
(( صریح 
١‏ قو افقي 
» قطعي 
8 ست 
ها عكسي 
(( الكمون 
اصلی 


( کسیر ی‌جبر ی‌عادی 


| لا فر دسمه 


ل ل لل ا 


5 


circulaire 


complémentaire 


complexe 


conjuguée 


continue 


dérivable 
élémentaire 
explicite 
harmonique 
hyperbolique 
implicite 
réciproque 
potentielle 
primitive 
algébrique ration- 
nelle 


réelle 


scalaire 


vectorielle 


|) 


¬ غ594 تس 


4 


«4 


«4 


2 


2 


« 


( 


۰ 


« 


( 


«4 


« 


ع« 


« 


2 


« 


« 


الانكليزية 


circular 
complementary 
complex 
conjugate 
continUuOus 
differentiable 
eé 
explicit 
harmontie 
hyperbolic 
implicit 
inverse 
potential 
primitive 
rational algebraic 


real 
scalar 


sectionally 
continuous 


vector 


Geometry 








العو بس الافر لس الانکلز را 

analytic « analytique تحليلية‎ (« 

۷01 «ِ vectorielle شعاعية‎ (( 
Gradient Gradient تدرج‎ 
Homogeneous Homogène متجانس‎ 
Hyperboloid Hyperboloide مجسم القطع الزائد‎ 
Image Image الصور ه‎ 

inverse 6» العکسية 6 را‎ (( 
Imaginary maginaire خاس‎ 
Increment Incrément تژاند‎ 
Induction nduction التحريض‎ 
Independent Indépendant E 

linearly Lineairement indépendant خطيا‎ (( 
Inertia Inertie عطال4‎ 
moment ۶ » 11022626 0 عزم العطالة‎ 
Integrals Intégrales تکاملات‎ 

double « doubles ثنائية‎ « 

improper « 2 66۳ 9 شادذة‎ (( 

iterated متتالية‎ (( 

line « curvilignes خطية‎ (( 

simple « simples بسيطة‎ (( 

surface « de surfaces سطحية‎ (( 

triple « triples ثلاثية‎ « 

volume « de volumes حجمية‎ (( 


¬ ۲۹۵ تس 


م نی سس سس سس سم رس سس م م م ی م م ج م ج م چ م رب ی 


مجال 
الاشعکاس 

تساقلي الواضی 
اليعتوبي 
خط منحن أو مستقيم 
اس اس 
سايم ا 
مستت اطم 

خط الجریان 


حط الاعصار 


الافر نسمة 

Intervalle 
Inversion 
Isotrope 
Jacobien 
Ligne - droite 
Droite binormale 

« de ramification 

« normale 
Ligne de courant 
Droite tangente 
Ligne de rotation 
Application 
Bijection 
Application conforme 

« réciproque 
Matrice 
Niaximum 
Minimum 
Module 
Voisinage 
Nombre 

« complex 

« imaginaire 


= ۲۹۲ س 


الا کین 


000 





Interval 
1 ۳ 
Isotropic 
Jacobian 
Line 
binormal 
branch 
normal 
stream 
tangent 
vortex 
Mapping 
bijective 
conformal 
inverse 
Matrix 
Miaximurn 
Minimum 
Modulus 
Neighbourhood 
Number 
complex 


imaginary 


ریسا 





» عادي 
( حقيقي 
متسر 
» اشتشاتي 
« تكاملي 
«( هامیلتون 
« لابلاس 
مرتبة 
اهنز از 


سعه الاهتزاز 
اهتزاز متخامد 
(( قسريی 
8 ۳۹ 
دور آلاهتزاز 
اهتزاز بسیط 


(«« « (( الناتصي 
« ® 35 الزاندی 





الافر سبة الانكليزية 
rational « rationnel‏ 
real « réel‏ 
Operator Opérateur‏ 
differential « différentiel‏ 
integral « intégral‏ 
Hamiltonian « Hamiltonien‏ 
Laplacian « 171‏ 
Order Ordre‏ 
Oscillation Oscillation‏ 
amplitude of amplitude d’‏ 
damped « amortisée‏ 
forced « forcée‏ 
free « libre‏ 
period of période d’‏ 
simpie « simple‏ 
Paraboloid Paraboloide‏ 
elliptic « elliptique‏ 
hyperbolic « hyperbolique‏ 
Parameters Paramêtres‏ 
variation af variation des‏ 
Part Partie‏ 
analytic 4»  analytique‏ 
فص شش « imaginary‏ 


ل ۳۹۷ - 


العر بسة 

« الر ئيسي 

(( الحقية 
الح‌زم 
النفوذية 
التبدیل 
لور 
اتوي 

» العقدى 

« اللاصق 

(( الماس 
نقطة 

1 فقس 2 

( محيطية 

( حرجة 

(( خارحیه 

(( داخلیه 

« نهاية 

(( متعدده 

(( عادية 

(( تسرج 

(( شاده 


الافر نسبة 
principale‏ ©» 
6 « 
Partition‏ 
Faisceaux‏ 
Perméabilité‏ 
Permutation‏ 
Phase‏ 
Plan‏ 
complexe‏ « 
0511131 » 
tangent‏ « 
Point‏ 
de ramification‏ « 
110211682 » 
critique‏ « 
2516116۲ » 
intérieur‏ « 
d accumulation‏ « 
multiple‏ « 


« régulier 
« singulier 


تب ۲۹۸ بت 


الانكليزيا 
principal‏ 
real‏ 
Partition‏ 
Pencils‏ 
Permeability‏ 
Permutation‏ 
Phase‏ 
Plane‏ 
complex‏ 
osculating‏ 
tangent‏ 
Point‏ 
branch‏ 
boundary‏ 
critical‏ 
exterior‏ 
interior‏ 
limit‏ 
multiple‏ 
ordinary‏ 
saddle‏ 


singular 


الافر نسة 





Ensemble de points 


« borné 
4 16 
0121061۳6 6 


( ouvert 
sous-ensemble d’ 

Pole 
Position 
Fonction de points 
Potentiel 

« scalaire 

« vecteur 
Produit 

6 1616۲ 

« mixte 

« extérieur 

« vectoriel 
Projection 
Région 

« simple 


SOUS- 


- ۲۹۹ 


الانكليزية 





Point set 


arcwise connected 


bounded 
closed 
closure of 
diameter of 
open 
subset of 
Pole 
Position 
function 01 
Potential 
scalar 
76001 
Product 
inner 
mixed 
outer 
vector 
Projection 
Region 
simple 


sub- 


العر فص الافر اسا 


الانكليزية 








two - dimensional « du plan مستوية‎ 8 
three - dirmensionai « de فراغية ع‎ (( 
Residue Résidu ال رسخت‎ 
Resonance Résonance الطنمن‎ 
Sector secteur تطاع‎ 
Şeries Sêries سلسله‎ 
convergent «  convergentes متقار: به‎ )) 
divergent » divergentes_ متباعدة‎ « 
finite « finies منتهية‎ (( 
functional « de fonctions تابعية‎ (( 
infinite « infinies شير منتهية‎ (( 
numerical «  numériques عددية‎ (( 
bower « صحيحة هو‎ (( 
Singular point Point singulier زقطة شاذة‎ 
essential « essentiel ا اة‎ 3( 
isolated « ۵-6 ل( منمزلة‎ 2 
removable تمکن از التها‎ « « 
Solution Solution السا‎ 
general « générale العام‎ » 
particular « particuliètre الخاص‎ « 
Space Espace الفسراغ‎ 
dimensions Of dimensions 0' یماد الفر اغ‎ 
Euclidean » Euclidien الفراغ الاقلیدی‎ 


ت و نت 


۱ لافر سرا ۱ أله E‏ ده 





1 ا سي معي امت‎ ١ n NS 





موي ييف تسمه لاجم 


Vector 44 vectoriel 
State Régime 
steady « permanent 
transient « transitoire 
Surface Surface 
algebraic « algébrique 
closed « fermée 
level « de niveau 
open « ouverte 
oriented « orientée 


sectionally smooth 


simple « simıple 
smooth 
Symmetry Symétrie 
axial « axiale 
axis Of axe de 
radial «ِ radiale 
Torsion Torsion 
Transformation Iransformation 


Undetermined coefficients Coefficients indeterminés 


Value Valeur 
principal « principale 
Variable Variable 


سب ۳۹ هه 


1 الافرذسىة 


« complexe عقدی‎ (( 

« dépendante ۳۳ ۳۰ 7 

4 indépendante تقل‎ (( 

( حقيقي réelle‏ « 
شعاع Vecteur‏ 
مركبات الشعاع composants du‏ 
اتحاه الشعاع direction du‏ 
شعاع طليق libre‏ « 
منحی الشعاع support de‏ 
طويلة الشعاع module de‏ 
شعاع الوضع تست 
شعاع التوجيه unitaire‏ « 
تابع شعاعي Fonction vectorielle‏ 
حولان التابع الشعاعي circulation de‏ 
ا اساي ۱ لكموني lamellaire‏ « 

ر یز الاعصاری ( 
تفرق التابع الشعاعي divergence de‏ 
تدفق التابع الشعاعي flux de‏ 
دوران التابع الشعاعي rotationnel de‏ 
التاینم الشعاعي اللو لبن solénoidale‏ « 


هه ۰۲ ۳ مت 


الانكليزية 


complex 
dependent 
independent 
real 
Vector 
components Of 
direction of 
free 
line of 
modulus of 
position 
unit 
Vector function 


circulation of 
lamellar(irrotational) 


divergence Of 
flux of 
rotation ۶ 


solenoidal 
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— ۰۲ ۳ مت 
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کت اک چ 


لیر مس 


اثباب الاو ل 


التحليل الشماعي 
۱ 
5 ِ ۱ 8 

مد المایسم امددي و التابع لسارو لامو ضع 
١‏ - + المفتقات الموحية لمابسم عد دي الموضم وتدرج الام 5 
ا سطوح السوية 5 
۲-۱ صم تدرج التابيع : 
ا ی لا ده ؛ المؤثر الاشتقاق الموجه ¥ ۱ 
١‏ ون ۸ 
| - ۲ تفری ودوران تابع شعاهي لموضم ۳ 
١‏ 15 


و بت 


الموضوع 
۱ - ۵ الشتقات الشْماعة من اارنة المانمة 
سے التدرج والغفری والدوران واللابلا سي ف الاحداثيات المنحنمة 
المتعامدة 
أمثلة ( ۱ ) 
مسائل ( ۱ ) 
٣‏ س التكاملات الشماعة 
۱-۲ العکاملات الخطية على همجن موحه 
مدا ا س 1 ا مذحني الموحه 
٩ we f‏ هم ۲ انواع المکاملات الخقطمة عی منحن مو حه 
١ - ١‏ التكاملات السطحية على سطح موجه 
سوه س السطح الموحه 
۷ سب ليسي ۶ أنواع التكاملات ال طحہة على طم موحه 
۴ ت التكامل احهمي لمابسع سما عي او ضم 
۲ - ) نظریات التحویل من تکامل حجمي الی سطحي وپالعکس 
؟ - 4 - ١‏ النظرية الاولى ( نظربة غوص فى التفری ( 
۲ — ۽ - ۲ المظر بة النانمة 
۳۲ - 4 - ۳ النظر دة المالمة 
٣‏ هه - ] نعمم 


۷۱۱۵۳ ان 


رم الصفدة 


۱ 


1 


۹ 
۳۷ 


8 


2 


1 
23 


aA 
<A 


aA 


۱ 
6۹ 
E 


۲ - ه نظرية ستو کس لتحویل تکامل سطحي الی خطي وبالعکس 
۲- ۰ نظربة عرین 
۲ - ۷ علاقة عر بن 
۲ - ۸ تکامل غوص وال اونة امحسمة 
امثلة ( ۲ ) 
مسائل ( ۲ ) 
۳ - تطسبانات المحلمل الشعاعي 


٣‏ محر دك الاثم الایی 


١ - ١ - +‏ تعريف المائم المثالي 

١ - ۳‏ ۲ المشتى الموضعي والمشتى الكاي لماع افو ضم و الزهن 
۳ - ۱ ۳ مهعادلة الاستمر ار ۵ 

۱-۳ ه ممادلة اوبار في تحريك مائغ 

۴ = ؤ به مهادلة التسريك الخاصة 

٩-۱-۳‏ معادلة الطاقة 


۳ات ۲ مماد له الا حصال احراري 


۳ - ۲ - ۱ قانون فوریمه فی الابصال امراري 
۳- ۲ - ۲ العادلة التفاضلية للایصال المراري 


۳ - # الكبر باء والمغناطمسمة الساكنة 


ا 


E 
1۱ 


7۳ 
E 


¥) 


۸۰ 


۳۷ 


AV 


AY 


AY 
A“ 
و3‎ 

۹۹ 


۲ 


۹٩ ۵ 


س نت الحقل رالکون الكهر باثي 
۲-۳-۳ اخقل والکون ااغناطيسي 


4-٣‏ معادلات مکسویل و نتا دجما 
الیاب الثاى 
التحليل المقدي 


٩‏ سه العد هد المقدي والتحول العقدي 


١ -‏ الاشکال اشحتافة للعدد المتدي 
۱ - ۲ خواص طرئلات الاعداد المقدرة 
١‏ - ن المتحول المقدي 
أمئلة ( ۱ ) 
مساثئل ( ۱ ) 
؟ ب ألو ابسع المقدنة و استقاقیا 


١ - ۲‏ التابع المقدي 

۲ - ۲ اشتقاق التابع العقدي 

۲ - ۳ التابم الشحلیل ‏ 

؟ ‏ ؛ الاواص التفاضلءة للتابع التحليلي 
؟ - ه التابع التحليل والنقاط الشاذة 


ارم 


۹ 


۱۱1 


۱(( 


۱۹۹ 
۱۹۱ 
۱۱۲ 


۱۳ ( 


3 
۱۳ ؟‎ 
۱۳ 
(۱ 
A 


نه ٩‏ دراسة التو ابم العقدية الايتدائية ۱۳۹ 
أمثلة ( ۲ ) 4 
مسائل ( ۲ ) ۱1 
۳ - الشکاملات الحقدية و نظر بة وصسع کوشي الد كاملة FF‏ 
۳ - الشكامل لطي المقدي ۱1 
۳ ب ۲ زظ ند کوب 
ربة دوسي 0 
۳-۳ هصغ كوشي التکاملبة 1۹ 
3 
۱۳ ۱۷ 
مسائل ( ۴ ) JAY‏ 
؛ - ااسلاسل العقدية ۸ 
؛ - ۱ السلاسل التابسة غبر النتهرة ۸4 
١ - )‏ = ۱ تقارب وتباهد السلسلة ١/84‏ 
۽ --۰ ۱ - ۲ القارب الطلق والشرطي 1۳۵ 
هو ۳-۲۱ طرق اختدار التقارب ۱۸۲ 
4 - ۲ السلاسل الصحيدة ۱۸2 
4 س ٣‏ فشر تابلور AV‏ 
4 - 4 نشر لورنت 4 
4 - ۵ آنواع النقاط الشاذة 1۹۷ 


٩ î‏ ص 


الوضوع رق الضفسة 


1 

امثلة ( 4 ) 
سائل ( 4 ) اا 
ه - ١‏ راسب ثابع في قطب أو نقطة شاذة أساسية ۷ 
ه - ۲ نظرية الرواسب e‏ 
۵ - ۳ استخدام نظرية الرواصب فی حساب التكاملات الحقيقية ۲۹ 
أمثلة ( ه ) < 
مسائل ( ۵ ) 4 
؟ - التطبيقات ومثيلها على 
۷ ست:۱ القايم العقدي والتطسق SU‏ 
٩‏ - ۲ التابم التحلیلي والتطینق والتقابل مستمر الشتقات نک 
٩‏ = ۳ التقابل مستمر الشتقات والاطسق الطابق ۷۲ 
٦‏ - 4 بعض التطبىقات العامة SIA‏ 
او 9 ۱ ŞVO‏ 
مسائل ( SAV )٩‏ 
المصطاحاءت العامية ۸۹ 
المراجمع ۳۷۲ 


0 


ده 
2-4 








(5 ۲۳ سبح‎ qav ج بح‎ ma 


f ۰‏ نو دنس 
CC ۳‏ رک 1 
٠‏ ۶ ی و ر سے س 





بان اف | حنة الاد ۹ از 








مطعة جامعة دمشق 
سعر اللیع للطالب ۱۰۰ ل.س : 











